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Laboratorio II: Ecuaciones de Recurrencias

Las ecuaciones de recurrencias se usan para describir fenémenos que varian o cambian
en ciclos o etapas. Por ejemplo

e la cantidad de dinero en una cuenta de ahorro al final del ano;
e crecimiento de poblaciones dividas en grupos por edades;
e poblaciones de organismos con ciclos de vida distintos, etc..

En este laboratorio usaremos la notacién de sucesiones para denotar cantidades que
varian por ciclos o etapas. Por ejemplo p; podria denotar una cierta poblacién al final
del primer ciclo, y en general p,, denota la poblacién despies de n ciclos.

Division Celular

Suponga que una cierta poblacién de células se multiplica de modo que en cada gen-
eracién, cada miembro de la poblacion genera a células hijas. Denotando la poblacién de
células en la generacién n por C), tenemos que esta satisface la ecuacion de recurrencia
lineal de primer orden:

Cpy1=aC, , n=0,1,2,..., (1)
donde Cy denota la cantidad inicial de células. Note ahora que
Cpyr = aC, = a(aC, 1) = ala(aC, 3)) = -+ = a""Cy,
o en términos de la n—esima generacion:
C, =a"Cy. (2)

La ecuacién (2) representa la solucion de la ecuacién de recurrencia (1) y a partir de
la poblacion inicial nos permite predecir la poblaciéon en un numero pre—determinado
de generaciones. El programa cell_model(a,CO,n) en MATLAB calcula las primeras
n poblaciones de acuerdo al modelo (2) y las traza en una grifica. Aunque en nuestras
consideraciones sobre células el pardmetro a debe ser positivo, la solucién (2) de (1) es
valida para a negativo igualmente.



Ejercicio 0.1. Tomando C/; = 1 y usando el programa cell model, experimente con
distintos valores de a y determine cual es el comportamiento general de la poblacion
segiin la a cambia. ;Cémo cambiarian sus conclusiones si cambia el valor de Cj,.

El modelo descrito sobre crecimiento de células es bien simple y no toma en consi-
deracion factores de muerte de células, limitaciones de alimento, espacio, etc.. La forma
mas sencilla de incluir estos factores en el modelo es reemplazando la constante a en (1)
por una funcién lineal decreciente en C),. Esto es:

Cpi1=(a=0C,)C, , n=0,1,2,.... (3)

Esto se conoce como el modelo logistico de crecimiento y es un ejemplo de una recurrencia
nolineal de orden uno. El programa logistic(a,b,C0,n) calcula y traza las primeras n
generaciones de la poblacién de acuerdo al modelo (3).

Ejercicio 0.2. Usando los valores de a = 2, b = 0.1, experimente con el programa
logistic para los valores 5, 10, 15 de C0. El valor de (a —1)/b se conoce como el punto
de saturacion de la poblacién.

Crecimiento Anual de Plantas

Plantas con un ciclo de vida anual producen semillas al final del verano. Luego de florecer,
las plantas se marchitan y mueren dejando su prole en forma de semillas las cuales deben
sobrevivir el invierno para dar paso a una nueva generacion. En la primavera una cierta
fraccién de estas semillas germina. Algunas de las semillas permanecen en el terreno
por un ano o mas antes de germinar. Otras pueden perderse por factores del tiempo,
enfermedades, depredadores, etc..

Vamos a describir ahora un modelo para el crecimiento de las plantas. Las plantas
producen semillas al final de su época de crecimiento, digamos Agosto. Una fraccién de
estas semillas sobrevive el invierno de las cuales una porciéon germina aproximadamente
en Mayo. La fraccién que germina depende de la edad de las semillas. Comenzamos
definiendo unos parametros caracteristicos del modelo:

~v = numero de semillas que produce una planta en Agosto;

«a = fraccién de las semillas de un ano que germina en Mayo;
B = fraccion de las semillas de dos anos que germina en Mayo;
o = fraccién de las semillas que sobreviven el invierno.

El banco de semillas puede cambiar varias veces durante el ano como resultado de germi-
nacion de semillas, produccion de nuevas semillas, y muerte de semillas por edad u otros
factores. Para simplificar vamos a suponer que las semillas no duran mas de dos anos.
Con esto en mente definimos las siguientes poblaciones:



pn, = numero de plantas en la generacién n;

S! = numero de semillas en Abril de un ano de edad antes de germinar;

S? = numero de semillas en Abril de dos anos de edad antes de germinar;

S! = numero de semillas de un afno que quedan después de germinar en Mayo;
S% = numero de semillas de dos ano que quedan después de germinar en Mayo;
S? = numero de semillas nuevas producidas en Agosto.

Los pardmetros v, a, 3,0 estdn relacionados a las poblaciones p,, S} S? S! S2 59 me-
diante las siguientes ecuaciones de recurrencia:

1. La poblacién de plantas en la n—esima generacién consiste de las plantas que ger-
minan a partir de semillas de un afio de viejas (a.S!) mas las que germinan a partir
de semillas de dos afios de viejas (3S2). Esto lo podemos escribir como:

pn = S} + BS2. (4)

2. El banco de semillas cambia como resultado de germinacién. La fraccion de las
semillas de un ano que no germina es 1 — « y la de dos afios 1 — 3. Tenemos
entonces que:

Sp=01-0a)8, , S5 =(1-pHS, (5)

n
3. En agosto nuevas semillas se producen a razén de 7 por planta, es decir:
Sp = VPn- (6)

4. En el invierno el banco de semillas cambia por mortalidad y vejes. Las semillas
nuevas de la generaciéon n que sobreviven el invierno tendran un ano en la generacion
n + 1. Las semillas de un ano que sobreviven el invierno tendran dos anos en la
generacion n + 1. Esto lo expresamos mediante:

Srlz+1 =0aS, , 8727,+1 =05, (7)

Estas recurrencias las podemos reducir a dos ecuaciones para las poblaciones de plantas
y semillas de un afio. Primero observe que combinando la primera ecuacién en (7) con
(6) obtenemos que:

STI),+1 = O-(fypn)' (8)
Ahora de la segunda ecuacién en (7) y la primera ecuacién en (5) tenemos que:

St =0(l—a)S,. 9)



Si escribimos la ecuacién (4) en términos de la generacién n + 1 tenemos que:
Prs1 = Sy + BSh . (10)
Ahora combinando (8), (9), y (10) obtenemos el sistema reducido de recurrencias:

Pny1 = aU’ypn—l—ﬁU(l—a)STlL, (11)
Sui1 = OVPn. (12)

El programa plant_model (gamma,alpha,beta,sigma,S0,N) calcula las poblaciones p,,,
S0 S1S2 para los pardmetros especificados, el numero inicial de semillas S0, y el numero
de generaciones N.

Ejercicio 0.3. Para los valores de
a) a=0.5,0=0.25+y=20,0 =0.3,
b) @ =0.6,3=0.30,7y=2.0,0 =0.8,

y usando el programa plant_model calcule las poblaciones p,, S, S! S? para 20 genera-
ciones. De la grédfica de p, versus n determine si la poblacién de plantas sobrevive o
desaparece. Experimente con otros valores. Por ejemplo manteniendo 3, o, fijos, varie
a para estudiar el efecto de este parametro en la poblacion. Con a = =0.00l y o0 =1,
;cuan grande debe ser v para que la poblacién de plantas aumente en tamano?

En el modelo de plantas descrito se han hecho varias suposiciones. Por ejemplo
no hemos considerado interacciones entre plantas, la germinacién y sobrevivencia de
semillas en varias generaciones, y que los parametros «, (3,7, permanecen constante de
generacion a generacion. Todos estos factores pueden considerados pero complican el
modelo grandemente.

Las recurrencias (11), (12) todavia las podemos reducir a una sola recurrencia para
Pn- De hecho escribiendo (12) en términos de la n—esima generacién, tenemos que S) =
0Ypn—1. Sustituyendo esto en (11) obtenemos:

Pny1 = @O7YPy + 50—(1 - a)o—f)/pnfl- (13)

Esto es un ejemplo de una ecuacion de recurrencia lineal de orden dos. Poniendo a = aovy
y b= po(1 — a)ovy, podemos escribir la recurrencia de arriba como:

Pn+1 = aPn — bpny = 0.
Si buscamos soluciones de la forma p, = A" vemos que )\ satisface la ecuacién cuadratica:

M —a)—b=0.



Esta ecuacién tiene como soluciones:

Ai:%(ai\/M):¥(1im), (14)

donde
43(1 —
5= 810 20‘). (15)
Yo
La solucion de (13) se puede escribir ahora como:
Pn = 1A + e\, (16)

donde ¢y, ¢ dependen de las poblaciones iniciales pg, p;.

Note que como 0 < a < 1 ya que representa la fraccion de las semillas de un ano
que germina en Mayo, entonces d > 0 y por consiguiente A, > 0y A_ < 0. Usando esta
informacion se puede ahora verificar que la poblaciéon de plantas aumenta con el numero
de generaciones si los parametros «, [, 7, o satisfacen:

1
ao + fo?(l — )

v > (17)
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