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Prefacio

El estudio de funciones de muchas variables o multivariables, es de suma importancia
ya que la mayoria de las funciones que se utilizan en las aplicaciones, son funciones
de este tipo. Algunos ejemplos de funciones multivariables lo son: la temperatura
dentro de un salén como funcién de la posicién (lugar donde se mide la temperatura)
y el tiempo; la velocidad del aire como funcién de la posicién sobre la superficie de
la tierra y el tiempo; las raices de un polinomio como funciones de los coeficientes
del polinomio; la solucién de una ecuacién diferencial como funciéon de las variables
independientes en la ecuacién y posiblemente de uno o varios parametros presentes
en el problema; etc. Una de las areas donde mas se utilizan las funciones multi-
variables es en el campo de la electricidad y magnetismo, donde se trabaja con las
llamadas ecuaciones de Mazwell las cuales estan escritas en el lenguaje del célculo
multivariables.

En el calculo de funciones multivariables se estudian los conceptos de diferen-
ciacién e integracién para este tipo de funciones. Los dominios de las funciones del
calculo de una variable, son esencialmente intervalos. Para las funciones de dos o
mas variables, los dominios pueden ser conjuntos bien complicados. Esto se refleja al
momento de definir el limite de una funcién en un punto, ya que en dos o mas dimen-
siones, al acercarnos a un punto, lo podemos hacer de un numero infinito de formas,
contrario a en la recta real que es solo por la izquierda o la derecha. Esencialmente
es por esta razon que hay varias nociones de derivadas para las funciones multivari-
ables. En la integracién de funciones multivariables también hay alternativas ya que
podemos integrarlas sobre curvas, superficies, o regiones del espacio.

La visualizacién juega un rol esencial en el estudio de funciones multivariables.
Nociones basicas de geometria plana y tridimensional asi como el uso de vectores son
particularmente importantes. La tecnologia ayuda grandemente en este proceso de
visualizar los conceptos, en especial cuando se trabaja con problemas o aplicaciones
reales. No obstante el estudiante debe poder hacer trazados de objetos en dos o tres
dimensiones en casos simples ya que esto es de gran ayuda en el planteamiento y
solucién de problemas mas complejos. Se recomienda que el instructor estimule el
uso de herramientas de visualizacién como complemento para entender o reforzar los
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conceptos del curso y como herramienta de trabajo.

Para un curso de un semestre (45 horas de conferencia), el material del libro debe
ser cubierto en su totalidad. La mayoria de los estudiantes deben estar familiarizados
con algunos de los conceptos de los capitulos 1-3 por lo que se podria ganar tiempo
al discutir estos topicos. De las secciones de aplicaciones en el texto, se recomienda
que se discuta al menos una de éstas por capitulo. Dichas aplicaciones le proveen al
estudiante una experiencia del uso de los conceptos del curso fuera del contexto usual
de la solucion de ejercicios o problemas. Las secciones de aplicaciones consisten de
una seleccion de tépicos con énfasis a mecanica y ecuaciones diferenciales, los cuales
podrian resultar de interés para muchos lectores. Las ecuaciones de Maxwell se men-
cionan de pasada en varios ejemplos y ejercicios. No obstante, luego de completada la
lectura de este libro, el lector interesado estaria preparado para consultar la extensa
literatura sobre este importante tépico.



Capitulo 1

Introduccién: vectores, rectas, y
planos

Un conjunto bien importante y que utilizaremos frecuentemente en nuestras discu-
siones es el de los n—tuplos, llamado R™. Este conjunto se define por:

R"={X= (21,...,2,) : 1, € R, 1<i<n}. (1.1)

Se puede verificar que R™ es un ejemplo de un espacio vectorial de dimensién finita.
Por lo general no haremos diferencia entre vectores fila y vectores columna a menos que
el contexto lo haga necesario. Algunos interpretaciones o realizaciones importantes
de (1.1) son:

(n=1) La recta real.

(n=2) El plano.

(n=3) El espacio tri-dimensional.

(n=4) El espacio-tiempo de Einstein.

Para cualesquiera dos vectores X,y € R", definimos la suma de éstos por:
X+y¥=(14+y, .., T, +ys) €R™ (1.2)

El producto escalar del numero o € R con el vector X € R” se define como

a-X=(axy,...,azx,) € R™. (1.3)

Las operaciones de suma de vectores y multiplicacién escalar tienen las siguientes
propiedades para cualesquiera o, f € R, X,y € R™:
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vi) 1-X=X.
Nota: Usualmente escribiremos ax en lugar de « - X.
Ejemplo 1.1. Dado X = (—2,4,3),y¥ = (7,2, —3) € R?, tenemos que

5% = 5(—2,4,3) = (—10,20,15),
R+y = (=2,4,3)+(7,2,-3) = (5,6,0),
2% — 357 = 2(—2,4,3) —3(7,2,-3)
= (—4,8,6)+ (=21,-6,9) = (—25,2, 15).

1.1 El espacio tri-dimensional

El sistema de coordenadas cartesianas en R? consiste de tres rectas perpendiculares
entre si llamadas los ejes de coordenadas. Normalmente estos ejes se denotan por
las letras x,y, z. Suponemos que los ejes estdn orientados de acuerdo a la regla de
la mano derecha. (Vea la Figura 1.1a.) El punto de interseccién de los tres ejes de
coordenadas se llama el origen. Cada par de éstas rectas determina un plano los
cuales se llaman los planos de coordenadas Por ejemplo, el plano de coordenadas xy
es el plano generado por los ejes de x y de y, con definiciones similares para los planos
de coordenadas zz, v yz. Los planos de coordenadas dividen a R? en ocho regiones
llamadas octantes.

Todo punto en R? se puede representar con un triple (a, b, ¢), donde a representa
la distancia (con signo) al plano yz; b es la distancia al plano zz; y ¢ es la distancia
al plano zy. Tenemos entonces que el origen tiene coordenadas (0,0,0), y el plano
xy consiste de todos los puntos (a,b,c) tal que ¢ = 0, etc. El primer octante es el
conjunto de todos los puntos (a, b, ¢) donde a, b, ¢ > 0.
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i

(a) Ejes orientados segin regla de la (b) Vector flecha v con punto terminal
mano derecha. (', y, 2").

Figura 1.1: Ejes de coordenadas y vector flecha.

1.2 Vectores Flechas en R?

Un wvector flecha v en R? consiste de un segmento dirigido que comienza en el origen
segun se muestra en la Figura 1.1b. Note que un vector tiene magnitud y direccion.
Ejemplos de vectores lo serian la fuerza, la velocidad, aceleracion, etc.. Asociamos al
vector flecha v su punto terminal (2,4, 2’) € R3, pero ambos son objetos distintos.
Dos vectores flecha v, w son iguales si y solo si tienen el mismo punto terminal.

Nota: Las coordenadas del punto terminal de un vector flecha v son respecto al
sistema de coordenadas cartesianas de R3. Los resultados que vamos a discutir sobre
la relacién entre multiplicacién escalar y suma de flechas, no son necesariamente
validos con respecto a otros sistemas de coordenadas.

La suma de las flechas v y w se define geométricamente de acuerdo al diagrama
de la Figura 1.2. Esto es, el origen y los puntos terminales de las flechas definen un
plano y un paralelogramo en dicho plano. La flecha que representa a v+ w esta dada
por la diagonal de dicho paralelogramo que emana del origen. Usando argumentos de
tridngulos similares se puede demostrar ahora que:

Teorema 1.2. Sean v yw vectores flechas con puntos terminales (z',y/, 2') y (x*, y*, z*)
respectivamente. Entonces v+ w tiene punto terminal (' + x*,y' + y*, 2/ + 2*).

Dado un vector flecha v y un escalar a € R, entonces av representa el segmento
dirigido de largo |a| veces el largo de v, en la misma direccién de v si @ > 0, 6 en
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Paralelogramo determinado
por v, w.

Figura 1.2: Suma de las flechas v y w.

la direccion opuesta de v si @ < 0. Nuevamente usando un argumento geométrico se
obtiene que:

Teorema 1.3. Si v tiene punto terminal (2',y',2') y o € R, entonces av tiene punto
terminal (ax’, oy, az’).

Si en la Figura 1.2 reemplazamos v con a 'y w con b — a, entonces el resultado
de la suma es el vector b. De modo que b — a es paralelo al segmento dirigido que
comienza en el punto terminal de a y termina en el punto terminal de b.

Nota: Los vectores flecha con puntos terminales (1,0,0), (0,1,0)y (0,0, 1) se denotan
respectivamente por 2, 3, k.

Si v tiene punto terminal (z,y, z), entonces combinando los Teoremas (1.2) y (1.3)
se obtiene que x 1 + y 7 + zk tiene punto terminal:

2(1,0,0) +(0,1,0) + 2(0,0,1) = (z,y, 2),

ie.,
v=z1+yg+zk.

Ejemplo 1.4. Si el vector flecha v tiene punto terminal (1,4,2), entonces v = 2 +
47+ 2k. O

Si a y b son vectores flechas no paralelos, entonces la ecuacién del paralelogramo
generado por los vectores es (Figura 1.3):

w(s,t) =sa+tbh, 0<s,t<1. (1.4)
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Figura 1.3: Paralelogramo generado por los vectores a y b.

El plano generado por a 'y b es:
w(s,t) =sa+tb, s,teR. (1.5)
La ecuacion de la recta que pasa por a con direccion v (Figura 1.4) es:
w(t)=a+tv, teR. (1.6)

Como caso especial de esto, tenemos que la recta que pasa por los puntos terminales
de a y b, tiene direcciéon b — a y ecuacion:

w(t)=a+t(b—a)=(1—ta+tb, tek (1.7)

Ejemplo 1.5. Si los puntos terminales de a y v son (1,2, —1) y (1, 1,0) respectiva-
mente, entonces la ecuacion de la recta que pasa por a con direccion v es:

w(t)=a+tv=1+27—k+t+7)=0+t)e+(2+1t)7—Kk,
que tiene punto terminal (1 +¢,2+¢ —1), t € R. O

Ejemplo 1.6. Sia =32+ 2j7— 5k, b= 212+ k, entonces la recta que pasa por a y
b tiene direccion:
b—a=—-1—-27+6k.

Asi que la ecuacién de la recta esta dada por:
w(t)=31+27—5k+t(—2—2)+6k)=(3—t)2+2(1—1t)7+ (=5 + 6t)k,
que tiene punto terminal (3 —¢,2(1 —t), =5+ 6t), t € R. O
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Figura 1.4: Recta que pasa por a con direccién v.

Nota: De este punto en adelante, si el vector flecha v tiene punto terminal (x,y, z),
escribiremos V = (x,y, 2), e identificamos de forma intercambiada a v con V. Esto es,
identificamos el conjunto de vectores flechas con sus operaciones de suma y multipli-
cacién de flechas por un escalar, con el conjunto de tres-tuplos R? con sus operaciones
de suma y multiplicacién por escalares.

1.3 Producto Interior

Para v = vit 4+ v + v3k, W = wy 2 + wy 3 + w3k definimos el producto interior de
estos vectores por:

VoW = V1W1 + VaWo + V3Ws3. (18)
Maés general, si X, ¥ € R" con X = (x1,...,%,), ¥ = (Y1,---,Yn), entonces
k=1

La notacién <X,y > también se usa para denotar el producto interior. La operacion
de producto interior tiene las siguientes propiedades para cualesquiera X,¥y,z € R",
a,feR:

—

e X-X >0y es cerosiysolosi X=0.

e (aX) ¥ = a(X-y).
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¢ % (95) = AZ-7)
e X (§+Z) =%-§+X-Z
¢ X-y=y-%

La norma o largo del vector X € R™ se define por:
IX]| = VX - X. (1.10)

Note que ||X|| representa la distancia euclidiana del punto terminal del vector X al
origen. Decimos que el vector X es unitario si ||X|| = 1. Si X # 0 no tiene norma uno,

entonces
X ( 1 )ﬂ
TS = s | X
[1X]] 1%/

es unitario y decimos que se obtuvo normalizando a X.
Ejemplo 1.7. Para los vectores X = (2,3, —4), ¥ = (—3,5, —1), tenemos que:
Xy = (2)(-3)+3)B)+(—4)(—-1) = -6+ 15+4 =13,
Xl = V22432 + (—4)2 = V29,
91 = V3P + 5+ (12 = V3.

El vector unitario d obtenido normalizando a X es:

—

O

Teorema 1.8. Sean 5,6 vectores en R® y 0 el dngulo entre éstos, 0 < 6 < .
Entonces

a-b = |al||bl| cosb.
Demostracion: En referencia a la Figura 1.5 tenemos usando la ley de cosenos que:
b — a* = [ja]|* + [[b]|* — 2[|a]||b|| cos 6.

Pero
b —&|*=(b—a)-(b—4&)=|bl*—2&-b+|a]*
Sustituyendo esto en la expresion anterior obtenemos que

IB]I* - 2&- b+ [|a]|* = [|&]]* + |b]]* — 2]&] |b]| cos 6.

lo cual luego de simplificar nos da el resultado deseado. O
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Figura 1.5: Tustracién del angulo 6 entre los vectores a, b y la diferencia de estos
b —a.

Corolario 1.9 (Desigualdad de Cauchy-Buniakowsky-Schwarz). Para cualesquiera
vectores a,b € R3, tenemos que

(1.11)

con igualdad si y solo si a y b son proporcionales.

Demostracion: El resultado se obtiene a partir del Teorema (1.8) ya que |cosf] <1

y |cosf| = 0 siy solosi  =0,m. O
La desigualdad de Cauchy-Buniakowsky-Schwarz es cierta en R™. Esto se usa

para definir el dngulo 6 entre dos vectores (diferentes al vector cero) X,y € R" por:

o Xy
9:cosl<ﬁ _,). (1.12)
[IXHI¥l

Esta definicion tiene sentido ya que la cantidad en paréntesis es siempre menor de
uno en valor absoluto.

Ejemplo 1.10. Para los vectores X = (2,3, —4,1), ¥ = (=3,5, —1,2) en R*, tenemos

que:
X ? = 15, 1%l = v30, [yl = v39.

X - 37’ 1 15 )
0 = cos™ < — ) = cos <7> ~ 1.117 radianes.
1/ ¥]] V3039
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O

Definicién 1.11. Si &, b € R" son tales que a - b= 0, entonces decimos que &, b son
ortogonales o perpendiculares entre si.

Definicién 1.12. Si X, X>,...,X,, € R" son vectores distintos al vector cero con la
propiedad de que

X X =0, Vi#j ,
entonces decimos que {Xj,Xs,...,X,,} es un conjunto ortogonal en R™. Si ademés
|X:]| =1, Vi, entonces decimos que es un conjunto ortonormal.

Ejemplo 1.13. Los vectores 2, 3,k forman un conjunto ortonormal en R®. Los
vectores 2 +27—k, —22+ 3, 1+ 27+ 5k forman un conjunto ortogonal para R3.
O

Ejemplo 1.14. Para cualquier § € R, definimos los vectores
€1(0) =cosf v +senf 3, €(0) = —sen6 v+ cosb .

Entonces €;(6),&;(0) forman un conjunto ortonormal en R? para cualquier € R.
U

1.3.1 Proyecciones

Dados dos vectores a, i € R", queremos hallar otro vector w € R" y un escalar « tal
que:
a=aui+w, w-u=0.

De esta ecuacién para a tenemos que

de donde obtenemos que:

= 1.13
0 B8 (113)
La proyeccion vectorial de & en U se define ahora por:
a-ua a-u\ u
: u-u [l /[l
ad también se conoce como el componente de & en la direccion de u. El escalar:
a-u
_ (1.15)
[l

se llama la proyeccion escalar de & en U. Note que en el caso particular en que ||d]| = 1,
las proyecciones escalar y vectorial de & en t son a- U y (a - u)u respectivamente.
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Ejemplo 1.15. La proyeccién escalar de (1,1,5,4,3) en (1,0,—1,0,1) es

M@ + 1)) + (5)(—1) +@O+G)®
V12 + 2 412

5~

La proyeccién vectorial correspondiente es:
1 (1,0,-1,0,1) ( 1 0 1 0 1)
\/g \/3 37 Y 3’ ) *
O

Maés general atn, si Uy, Us,...,Ur € R™ es un conjunto ortogonal donde k£ < n,
entonces un argumento similar al anterior se puede usar para ver que si a € R", la
proyeccion vectorial de & al espacio S generado por {uy, Us, ..., Uy} estd dada por:

—

S(a):Zajuj, aj:ﬁ ﬁj, j=1.. k. (1.16)

Note que los coeficientes {c;} son las respectivas proyecciones escalares del vector a
con respecto a cada uno de los vectores Uy, Us, . . ., Uy.

Ejemplo 1.16. Los vectores u; = (1,-2,1), iy = (1,3,5) forman un conjunto
ortogonal en R3. (;Porqué?). La proyeccién vectorial de a = (4,—1,2) al plano
generado por estos dos vectores esta dada por:

— ét : _)1 — ét ‘ ﬁ2 —
P = = = u, + = = Uy,
u; - uy Uz * U2

4 11 173 181 61
= —(1,-2,1 1 e
3(L=2 )+ 55 (13,5 = (105 105’21)

1.3.2 Producto Cruz

Dados dos vectores & = (aq, az, as), b= (b1, by, b3) en R3, definimos el producto cruz
de estos vectores como el vector & x b dado por:

r 3 k
Lo~ as asg ap as a; Qg
b — — . .
ax a; ay as by by b by 7+ b by k (1.17)
by by b3
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O

Usando la definicién anterior se pueden verificar las siguientes propiedades del
producto cruz para cualesquiera a,b,¢ € R3, o, 3 € R:

i) @axb=—bxa.
ii) & x (ab + 3¢) = ad X b + & x C.
iii) (ad+ Bb) x € =ad x ¢+ b x &.
iv) a x b es ortogonal a a y b y por consiguiente al plano generado por a, b.

Veamos la demostracién de la ultima de estas propiedades. De las definiciones (1.8)
y (1.17) tenemos que para cualquier vector C:

- o — o Qs ay das a; Qs
c-(axb) = ¢ — Co +c
(8 b) by by beobs | 9] by by
Ci Cy C3
= ay G2 as
b1 by b3

Por propiedades del determinante, es claro ahora que si € es igual a a o bo cualquier
combinacién lineal de éstos, entonces € - (a x b) = 0.
Es facil también verificar (Ejercicio 1.28) que

& x b|* = [|a]* [ b *sen’d, (1.18)

donde 6 es el angulo entre a y b. Ahora si consideramos el paralelogramo generado
por a, B, entonces tenemos que una de las alturas de este paralelogramo esta dada
por (vea la Figura 1.6):

h = ||a]| |sen 8| .

Tenemos ahora, usando la formula (1.18), que el area de dicho paralelogramo esta
dada por:

area paralelogramo = (base) x (altura),
= |[bll|all[sen ],

= |lax b].
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Figura 1.6: Paralelogramo generado por los vectores a y b con una de sus alturas.

Ejemplo 1.18. El producto cruz de a = (5,2, —1) con b= (1,7,3) esta dado por:

i x b= (13,—-16,33).

Asi que el area del paralelogramo generado por a, b estd dada entonces por:

|& x b|| = /132 + )2+ 332 = V1514
O

Ejemplo 1.19. Considere el paralelogramo con vértices a; = (—1,—1), ay = (2, 3),
as = (3,1), a8 = (0,—3). De un trazado o dibujo de estos puntos es facil ver que
dicho paralelogramo esté generado por los vectores & = ay —a; = (3,4), b=a—a =
(1,—2). Dado que

. 1 3 k
axb=|3 4 0|=(0,0,-10),
1 -2 0
entonces el area del paralelogramo es 10. O

Ejemplo 1.20. Vamos a calcular el drea del tridngulo con vértices a; = (0,6, 0),
a, = (—5,7,1),a; = (2,1,2). El drea del tridngulo es la mitad de la del paralelogramo
generado por & = ay — a; = (=5, 1,1), b=3&,—a, = (2,—5,2). Dado que a x b =
(7,12,23), el drea del tridngulo es:

1 22
5\/72 + 122 + 232 = —; :
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—

En el caso en que a = (ay, az,0), b = (b, b, 0) tenemos que:

. r 3 k -
axb= ap Qas 0= bl b2 k,
by by 0 Lo

de modo que
- NI a; as
|a x b|| = ’det( b by ) ’
De este resultados obtenemos que el valor absoluto de un determinante 2 x 2 se puede
interpretar como el drea del paralelogramo generado por los vectores fila en dicho

determinante.
Para cualesquiera a, b, ¢ € R? vimos que

. Ci C2 C3
c- (E_i X b) =\|a ay asg |. (119)
by by b

También
¢ (ax b) = ||cll[|a x b cos,

donde v es el dngulo entre € y a x b. Pero el volumen V del paralelepipedo generado
por a, b, ¢, estda dado por:

V = (drea base) x (altura) = ||& x b||||€]| |cos |,

donde usamos que la altura de dicho paralelepipedo, tomando como base el parale-
logramo generado por a, b, estd dada por ||C|| |cos|. (Vea la Figura 1.7). De estos
resultados tenemos que el valor absoluto de un determinante 3 x 3 mide el volumen
del paralelepipedo generado por los vectores fila en dicho determinante.

Ejemplo 1.21. Calculamos el volumen del paralelepipedo generado por los vectores
41+23—k, —1+ 107+ 7k, 2 — k. Como

4 2 -1
~1 10 7 |=-18,
1 0 -1

el volumen del paralelepipedo es 18. 0
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Figura 1.7: Paralelepipedo generado por los vectores a, B, ¢ cR3.

1.3.3 Ecuacion de un Plano

Dados a, 11 € R?, queremos describir el plano que contiene el punto terminal del vector
a y con 1 normal o perpendicular al plano. Si X = (xy, 23, x3) es un punto cualquiera
del plano, entonces X — a es paralelo al vector desde el punto terminal de a al punto
terminal de X. (Vea la Figura 1.8). Por lo tanto X — a es paralelo al plano y por
consiguiente, perpendicular a n, i.e.,

n-(x—a)=0,
o en forma expandida como,
nl(xl — al) + ng(l’g — ag) + 713(113'3 - ag) = O,
donde a = (ay, as,a3) y n = (n1,n2,n3). Esto se puede escribir también como:
N1xT1 + NoZTo + N33z + d= 0,
donde d = —nia; — NgQg — N3a3.

Ejemplo 1.22. Queremos hallar la ecuacién del plano que contiene los puntos a =
(1,1,1), b = (2,0,0), € = (1,1,0). Note que b — € y & — € son vectores paralelos al
plano. Asf que (& — &) x (b — &) es una normal al plano. Pero & — & = (0,0,1) y
b—¢= (1,—1,0). Asi que:

=11+ 3=(1,1,0).

— O
o = )
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Figura 1.8: Plano P que contiene al punto a y con normal n.

Con X = (z,y, 2), la ecuacién del plano queda entonces como:
(1,1,0) - (X —a) =0,

Le.,
r+y—2=0.

O

En la ecuacién de la recta (1.6), si ponemos w(t) = (x(¢),y(t), 2(t)), entonces
podemos escribir esta ecuacién como:

x(t) =zo+at, y(t)=yo+0bt, z(t)=z0+ct,

donde a = (2o, Y0, 20) y v = (a, b, ¢). Siescribimos (z,y, z) en lugar de (x(t), y(t), 2(t)),
entonces podemos eliminar la ¢ de de estas ecuaciones y obtenemos que:

T—Zo Y—Y ~Z— %
a b c

Estas ecuaciones se llaman las ecuaciones simétricas de la recta, y especifican la recta
como la interseccién de dos planos.

Ejemplo 1.23. Vamos a determinar una ecuacién para la recta dada por la inter-
secciéon de los planos —z +y — 82 =4y 3z — y + 2z = 0. Para esto necesitamos

resolver el sistema:
—r+y—8z = 4,
3r—y+2z = 0.
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La solucién de este sistema es x =32+ 2, y = 112 4+ 6, z € R. Esto se puede escribir

también de la forma:
r—2 y—=6

2z
3 111
Tenemos entonces que la recta contiene el punto (2,4,0) y tiene direccién (3,11, 1).
Las ecuaciones de la recta son:

r=24+3t y=4+11t, z=t teR

1.3.4 Distancia de un punto a un plano

Sea b = (by, by, bs) € R¥ y A(zy — a1) + B(zy — ay) + C(x3 — az) = 0 un plano que
contiene el punto a = (ay, as, asz) y tiene normal (A, B, ). Nos interesa calcular la
distancia del punto terminal de b al plano. La normal unitaria al plano estd dada
por:

(A, B,C)
A2+ B2+ C?
El valor absoluto de la proyeccién escalar de b — & sobre 1 nos da la distancia al
plano:

n-=

d=|i-(b—a)

Y

o lo mismo

|A(b1 —CL1) +B(b2 —CLQ) —|—C(b3—a3)‘ . ‘Abl —|—Bb2 +Cb3+D|
VLB C? VT B

donde D = —Aa; — Bay — Caz. (Vea la Figura 1.9). Esta ultima formula se utiliza
si el plano esta dado de la forma Az + Bxy + Cx3+ D = 0.

d:

Ejemplo 1.24. Buscamos la distancia del punto (2, 1, 2) al plano 2x1+3x94623—17 =
0:
P 12(2) +3(1) +6(2) — 17|
V232 +62
|19 — 17|
7 )

2



1.4. OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS 17

Figura 1.9: Proyeccion del punto b a la normal unitaria & del plano que contiene el
punto a.

1.4 Otros Sistemas de Coordenadas

Recuerde que un vector v con punto terminal (x,y, z) en coordenadas cartesianas, se
puede escribir como:
v=x1+y3+zk (1.20)

En muchas ocasiones resulta méas conveniente expresar al vector v con respecto a otra
base que no sea {2, 3,k} lo que nos lleva a considerar otros sistemas de coordenadas,
siendo los mas comunes el cilindrico y el esférico.

1.4.1 Coordenadas Cilindricas

En la representacion (1.20), el vector x 2 + y 7 representa la proyeccion de v al plano
xy. Sif es el dangulo (medido en contra de las manecillas del reloj) que esta proyeccién
hace con el eje positivo de x, y r el largo de dicha proyeccién (vea la Figura 1.10),
entonces con 1) = tan~! (%) tenemos que:

( ,l7b ) $>O7y209
T+ , x <0,
2m 4+ x>0,y<0
— 2 2 — ) ) )
r=+vaz*+y? 0 - 2 =0.y>0 (1.21)
3T
5 , =0, y<0,
| indefinido , z=0, y=0.

Las coordenadas cilindricas del punto terminal del vector v estdn dadas ahora por
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Figura 1.10: Coordenadas cilindricas (r, 6, z) del punto (z,y, z).

(r,0,z) y podemos escribir:
V=r(cosf r+send 3) +zk =r€(0) +zk, r=>0, 0<6<27r, ze€eR,

donde el vector €;(#) se defini6 en el Ejemplo 1.14. Para obtener las coordenadas
cartesianas de un punto a partir de las coordenadas cilindricas usamos las formulas:

r=rcos , y=rsend |, z=-z. (1.22)

Ejemplo 1.25. Si (6, —6,8) son las coordenadas cartesianas del vector v, entonces
sus coordenadas cilindricas estdan dadas por:

7
r=1/62+(-6)2 =6vV2 , 9:27T+tan_1(—1):% , z2=28.

Note que:

61— 67+ 8k, (coordenadas cartesianas),
= 6v2&(7r/4) + 8k, (coordenadas cilindricas).

<l

O

Ejemplo 1.26. Si (8,27/3, —3) son las coordenadas cilindricas del vector v, entonces
sus coordenadas cartesianas estan dadas por:

z=8cos(21/3) = —4 , y=8sen(27/3) =4V3 , z= -3
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Note que:

<\

8€;(27/3) — 3k (coordenadas cilindricas),
— —42+4V37—-3k, (coordenadas cartesianas).

O

Ejemplo 1.27. Suponga queremos escribir la ecuacién (dada en coordenadas carte-
sianas):
2, .2, 3
Ty + 27 =1,
en coordenadas cilindricas. Usando las ecuaciones (1.22) tenemos que la ecuacién
anterior es equivalente a:

(rcos®)? + (rsenf)? + 2% =1,
o luego de simplificar, 72 + 23 = 1 en coordenadas cilindricas. O
Ejemplo 1.28. La regién en R? dada por
D:{(x,y,z) c 2ty <4, x,y>0, 0§z§3},

se puede describir de forma méas “natural” usando coordenadas cilindricas. De hecho,
como z,y > 0, nos estamos limitando al primer cuadrante. Esto combinado con la
condicién de que x? +y? < 4, implica que los valores de z, y estan limitados al primer
cuadrante y dentro del circulo de radio dos con centro en el origen. Esto junto con la
restriccion de que 0 < z < 3, no da que D en coordenada cilindricas esta dado por:

DI{(Tﬁ,Z):OSTSQ, Ogegg, ogzgg},

1.4.2 Coordenadas Esféricas

En las coordenadas esféricas' usamos dos angulos y el largo del vector (1.20) para

describir dicho vector. El dngulo 0 se define como en las coordenadas cilindricas y el
angulo v es el dngulo que el vector hace con el eje positivo de z tomado ahora entre
0 y 7. Las coordenadas esféricas son (p,0,1) donde 6 se calcula como antes y

p =22 +y+ 22 @D:cos_l(E), p>0, 0<f<2mr, 0<¢y<m (1.23)
p
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Figura 1.11: Coordenadas esféricas (p, 0, 1) del punto (z,y, 2).
Las formulas correspondientes para obtener las coordenadas cartesianas a partir de
las esféricas estan dadas por
x = psentcosh, y=psentsenf, z= pcosi. (1.24)

Ejemplo 1.29. Dado que (v/3,v/3, —v/2) son las coordenadas cartesianas de un vec-
tor v, sus coordenadas esféricas son:

p = V3+3+2=2V2
Y = cos [—1} _
0 = tan'[1] =

O

Ejemplo 1.30. La ecuacién 22 + y? + 22 = a2, a > 0, es equivalente en coordenadas
esféricas a la ecuacién p = a. Para ver ésto, usamos las ecuaciones (1.24) y sustituimos
en la ecuacion original:

(psencosf)? + (psentpsenf)? + (pcosyp)? = a?,
p*(sen ?y[cos? @ + sen 26] + cos® ) = a?,

IEste sistema de coordenadas es esencialmente el que usa para especificar posiciones sobre la
superficie de la tierra. La latitud y longitud son los angulos ¢ y 0 respectivamente, y la altura sobre
el nivel del mar es p menos el radio de la tierra.
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p*(sen?y + cos? ) = a?,

p=a.
O
Ejemplo 1.31. En R3, la regién,
D= {(x,y,z) cat oyt 422 <9, zz()},
se puede describir en coordenadas esféricas por:
D:{(p,9,¢) L 0<p<3, 0<6<on, ogngg}.
]

Es comiin en las coordenadas esféricas que el angulo i) se tome come el angulo
T T

entre el vector (1.20) y su proyeccion x2 +y g al plano xy. En tal caso i € [-5, 5]y
las formulas (1.24) cambian a las siguientes:

x =pcospcosf, y=pcosysend, z= pseni. (1.25)

1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.1. Calcule —2((2,0,1) — 6(3, —4,1)).

Ejercicio 1.2. Halle los valores de z, y, y z si (—12,9,2) + (2,7,—-3) = (2,4, 5).
Ejercicio 1.3. Dado el vector Vv = @ — 7+ k, halle:

a) un vector que sea tres veces V;

b) un vector de largo 3 que apunte en la misma direccién que V.

Ejercicio 1.4. Para los vectores & = 22 — 37 + k, b=1— 2,y € = 73— 3k halle:
a) 28 +b — 3¢ b) &@x b ¢) ¢-(@xb)
Ejercicio 1.5. Para los vectores v = (—1,2,4), w = (5, —3, 2), halle:

a) 2V — 3w b) V- W C) VX W



292 CAPITULO 1. INTRODUCCION: VECTORES, RECTAS, Y PLANOS

Ejercicio 1.6. Calcule ax by &- (a x B) donde 8=31—27+k b=51—27+Kk,
yc= 37—k
Ejercicio 1.7. Si & x b =42+ 57 — 3k, jctial es el resultado de (& + b) x (& — b)?

Ejercicio 1.8. Dados los vectores a = 21— 3, b= -7+ 27+ 4k, halle las proyecciones
escalar y vectorial de a sobre b.

Ejercicio 1.9. Halle la proyeccién vectorial de v = (—1, 3,2) al plano generado por

—

los vectores a = (1,1,1), b = (2,0, —2),

Ejercicio 1.10. Escriba el vector f= 19— 27 de la forma f = ﬁ + Fg donde E es
paralelo a w = 41+ 3y f3 es perpendicular a w.

Ejercicio 1.11. Halle una ecuacién para el plano que contiene los puntos (1,0, —1),
(=5,3,2), vy (2,—1,4).

Ejercicio 1.12. Halle una ecuacién para la recta que contiene el punto (—3,—3,1)
y es perpendicular al plano 2z — 3y + 4z = 7.

Ejercicio 1.13. Halle una ecuacion para el plano que es paralelo al eje de z y que
contiene los puntos (3, —1,5) y (7,9,4).

Ejercicio 1.14. Halle una ecuacién para una recta que contiene el punto (1, —1,2)
y hace un angulo de 7/4 con la normal del plano x —y + 1 = 0.

Ejercicio 1.15. Halle una ecuacién para la recta dada por la interseccion de los
planos 3x — 3y — 7Tz = —-4yx—y+2z=3.

Ejercicio 1.16. Halle la distancia del punto (1, —2,5) al plano 3(z — 1) —4(y +2) +
122 = 0.

Ejercicio 1.17. Halle la distancia del punto (6,1, 0) al plano que pasa por el origen
y es perpendicular al vector 2 — 27 + k.

Ejercicio 1.18. Halle el punto de interseccién de la recta x = 3t — 5, y = 2 — ¢,
z = 6t con el plano z + 3y — 2z = 19.

Ejercicio 1.19. Halle el punto de interseccion, si alguno, de las rectas:

ly r=2t+3, y=3t+3, 2z2=2t+1,
ly r=15—-7s, y=s—2, 2=3s5s—T.
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Ejercicio 1.20. Halle una ecuacion para el plano que contiene las rectas:

Iy r=t+2, y=3—-5 z=>5t+1,
ly r=5—s, y=3s—10, z2=9-—2s.

Ejercicio 1.21. Halle el valor de A de modo que los planos 8z — 6y + 94z = 6
y Ax + y + 2z = 3 sean perpendiculares. ;Qué valor debe tener A para que sean
paralelos?

Ejercicio 1.22. Suponga que la recta [ tiene ecuacion w(t) = a+tv, t € Ry que
b € R" es un vector no necesariamente en [. Verifique que la distancia d del punto
terminal de b a la recta [ estd dada por:

S L L s b— &) x v
d= B - & - po(B — &) = 1= <7l

Usando esto calcule la distancia entre el punto (1,—2,3) y la recta z = 2t — 5,y =
3—t,z=4.
Ejercicio 1.23. Halle el area del tridngulo con vertices (1,1,1), (2,3,5),y (=1,3,1).
Ejercicio 1.24. Describa la regién de R3 dada por:

D= {(m,y,z) 9< 2P+t + 22 <16, z,y,2 ZO},
utilizando coordenadas esféricas.

Ejercicio 1.25. Describa la regién de R?® dada por

D:{@W) 4<a’+y* <9, y >0, ogzg\/m},

usando coordenadas cilindricas.

Ejercicio 1.26. Considere el solido de revolucion V que se genera rotando la gréafica
de y = f(2), ¢ < z < d alrededor del eje de z. La funcién f se asume que es no
negativa.

a) Verifique que V se puede describir en coordenadas cartesianas como:

V=A{(e.y.2) : 2+ <[f) e<z<d}.

b) Usando el resultado de la parte (a), verifique que V se puede describir usando
coordenadas cilindricas de la siguiente forma:

V={(r6z) :0<0<2m,0<r<f(z2),c<z<d}.
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Ejercicio 1.27. Sabemos que dos vectores a, b distintos del vector Cero, son perpen-
diculares si y solo si a - b = 0. Verifique &, b son paralelos si y solo si a x b =0.

Ejercicio 1.28. Verifique las identidades:

—

a) ax (bx¢) =(&-&b—(a-b)E
b) (@xb)-(Exd)=(a-&)(b-d)—(a-d)(b-¢)
)2

d) Usando el resultado de la parte ¢) y el Teorema 1.8, verifique la identidad (1.18).

U‘l

¢) lax bl = [|&@]*b]* - (a-

Ejercicio 1.29. Sean U, U, U3 vectores ortogonales en R3. Para un v € R? cualquiera,
defina los angulos 6., 65, 03 por:

- =

cosb; = %, 1=1,2,3.
Iiical

Esto es, 6; es el angulo entre los vectores v y u;, 1 < i < 3. Verifique que

cos? 6y + cos? 0y + cos? 05 = 1.

—

Ayuda: Verifique primero que Vv = Py, (V) + Pa, (V) + Pa, (V). Usando esta expresion
calcule ||V]|%.

Ejercicio 1.30. Sean é',l; vectores en R3, ambos distintos del vector cero, y con
B=axb=nt+n J + nzk distinto_del vector cero. El plano generado por el
origen y los puntos terminales de a y b se puede describir tanto por la ecuacién
i« + noy + n3z = 0 como por

W(s,t) = (x(s,t),y(s,t), 2(s,t)) = s& + tb, s,t€R.

a) Verifique que ambas formas para describir el plano son equivalentes, esto es, par-
tiendo de una de ellas, obtenga la otra representacion y viceversa.

b) Sabemos que para cualquier v € R?, la distancia del punto terminal de v al plano
generado por el origen y los puntos terminales de a y b esta dada por:

i - V]

d:

Sean ps(V) y Pg(V) las proyecciones vectoriales de v sobre a y b respectivamente.

yp
Defina 1 = pa(V) + pg(V). Verifique que si a- b = 0, entonces d = ||v — 1.
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Ejercicio 1.31. Sea P un plano que contiene el origen. Suponga que P hace un
angulo o con el plano xy (dngulo de inclinacién de P) y que la recta de interseccién
entre Py el plano xy, hace un dngulo s con el eje positivo de x. Para a; € [0,5] y
oy € [—%, 5], verifique que

N = [sin o sin ag, —sin oy cos ag, cos aq] ,
es una direccién normal unitaria al plano P.

Ejercicio 1.32. Suponga que un espejo tiene direccién normal N y que V; es la
direccién de un rayo incidente al espejo. Suponga que N y V; tienen ambos norma
uno. Usando la ley de Snell, verifique que el rayo reflejado tiene direccién v, donde

v, = 2(v; - N)N — v,.
Ejercicio 1.33. Una matriz A de tamafio n X n es anti-simétrica si A' = —A, ésto
es
0, i=y
;5 = . .
I { _aji , 1 7£ Js

donde A = (a;;). Usando esto tenemos que una matriz A de tamafio 3 x 3 es anti-
simétrica si y solo si

0 a b
A=| —-a 0 ¢ |,
—-b —c 0
para a,b,c € R. Defina el vector & = [—¢, b, —a]'. Verifique que AV = & x V para

cualquier v € R3. El vector a se llama el vector azial de la matriz A.
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Capitulo 2

Graficas de Funciones y Superficies

El trazado de funciones multivariables es un proceso complejo y a la vez limitado ya
que solo podemos ver o visualizar objetos en dos o tres dimensiones. La herramienta
bésica para hacer trazados de estas funciones es la de secciones o cortes transversales.
Si podemos dibujar estos cortes, por ejemplo cuando éstos estan dados por ecuaciones
cuadraticas, entonces es posible construir la grafica de la funcién original a partir
de éstos. Este procedimiento es el que esencialmente utilizan los programados de
computadoras para generar graficas de funciones multivariables.

2.1 Diagramas de Contornos

Sea U C R"y f:U — R™ una funciéon, n,m > 1. Si n > 1 decimos que f es una
funcion de varias variables. Sin > 1y m = 1 decimos que f es de valor real o campo
escalar y escribimos f en lugar de f. Sin>1 y m > 1 decimos que f es una funcion
de valor vectorial o campo vectorial. Sin =1y m > 1 decimos que f es una curva o
Paso.

Ejemplo 2.1. La funcién f(z,y) = 2%+ 3? es una funcién de varias variables y valor
real o lo mismo un campo escalar. Si consideramos g(z,y,z) = (z* + y? — 22, 7yz2)
entonces tenemos una funcion de varias variables y valor vectorial o lo mismo, un
campo vectorial. Si 7 : R* — R es la funcién que describe la temperatura de un
cuerpo como funcién de la posicién (en tres dimensiones) dentro del cuerpo y el
tiempo, entonces T es un campo escalar. Si V : R* = R3 describe la velocidad de

un fluido como funcion de la posiciéon y el tiempo, entonces V es un campo vectorial.
U

Vamos ahora a estudiar las graficas de funciones escalares de varias variables.
Recuerde que la gréfica de una funcién de una variable y = f(z) consiste del conjunto
de todos los puntos de la forma (x, f(x)) para x en el dominio de f.

27
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Definicién 2.2. La grdfica de una funcién f : U C R™ — R se denota por graf(f) y

se define por:
graf(f) = {(%, f(X)) : X € U} C R"*!,

Note que la grafica de una funcién escalar de n variables es un conjunto en R"+1.
Por ejemplo, la grafica de una funcién de una variable es un conjunto en el plano (una
curva) y la de una funcién de dos variables es un conjunto en R?® (una superficie).
Vale la pena también observar que en esta definicién, el componente n + 1 de los
elementos de graf(f) es funcién de los primeros n componentes, es decir x,,; =
f(X) = f(xy1,...,2,). Es por esto que decimos que la grifica o ecuacién estd dada
de forma explicita. En general decimos que la gréfica o ecuacién estd dada de forma
explicita si cualquiera de las variables (xy, o, ..., Ty, Tye1) se puede escribir como
una funcién de las otras variables.

La grafica de un campo escalar puede ser un objeto bien complicado y dificil de
visualizar. Para facilitar el estudio de estos objetos utilizamos el concepto de conjunto
de nivel.

Definicién 2.3. Sea f : R® — R, ¢ € R. El conjunto de nivel con valor ¢ de f se
define como el conjunto

L.={XeU: f(X)=c} CR"
El conjunto {L. : ¢ € R} se llama la grdfica o diagrama de contorno de f.

Lo importante de esta definicién es que el conjunto de nivel con valor ¢, esto es
L., es un conjunto en R", i.e., logramos bajar la dimensién de graf(f) por uno. Note
también que podemos obtener graf(f) a partir de los conjuntos de nivel ya que

graf(f) = | J{(X,¢) : R € L.} (2.1)

ceR

Los conjuntos de nivel son equivalentes a las secciones transversales de un paciente
que calcula una maquina de resonancia magnética en un hospital. El proceso envuelto
en la representacion (2.1) para obtener la grafica de una superficie utilizando los con-
juntos de nivel, corresponde al de construir una imagen tri-dimensional del paciente
a partir de las secciones transversales.

Ejemplo 2.4. Considere la funcién f(z) = z*

conjuntos de nivel con valor ¢ estan dados por:
{£Ve} , e>0,

L. = {0}y , ¢=0,
0 , c<0.

En este cason = m = 1 y los

El caso de ¢ > 0 se ilustra en la Figura (2.1). O
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graf(f)

Figura 2.1: Conjuntos de nivel con valor ¢ para la funcién f(x) = 2.

Ejemplo 2.5. La funcién f(z,y) =z —y + 1 tiene n = 2, m = 1. Los conjuntos de
nivel para f son:

L. = {(z,y) :x—y+1=c}
= {lwy) ry=2+0 -0},

Esto representa una familia de rectas con pendiente uno (vea Figura 2.2a). La grafica
de f estd dada por

graf(f) = {(z,y,z—y+1) : z,y € R}
= {(z,y,2) : z =2 —y+1},

lo cual representa al plano con ecuacion z = z —y + 1. En la Figura 2.2b mostramos
la grafica de f junto con sus curvas de nivel. O

Ejemplo 2.6. Para la funcién f(z,y) = 22 + y? las curvas de nivel estdn dadas por:
Lo = {(z,y) : 2*+y*=c}

circulo con centro (0,0) y radio y/c si ¢ > 0,

B {(Z)sic<0.

En la Figura (2.3) mostramos las curvas de nivel junto a la gréfica de f. O

Ejemplo 2.7. Para la funcién f(z,y) = 22 — y? las curvas de nivel estdn dadas por:

Lo={(z,y) : 2* —y* =c}.
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(a) Conjuntos de nivel. (b) Grafica de la funcién.

Figura 2.2: Conjuntos de nivel y grafica para la funcién f(x,y) =x —y + 1.

Figura 2.3: Conjuntos de nivel y grafica de la funcién f(z,y) = 2% + >

Esto representa una familia de hipérbolas con el eje de x como eje mayor si ¢ > 0
y con el eje de y como eje mayor si ¢ < 0. (Si ¢ = 0 tenemos las rectas y = +x.)
En la Figura (2.4a) mostramos algunas curvas de nivel de f. Note que para poder
estudiar mejor la grafica de f podemos utilizar los cortes de ésta con respecto a planos
paralelos a los planos de coordenadas. En particular note que la interseccién de f con
el plano yz (i.e., cuando x = 0) esté dada por z = —y?, mientras que la interseccién
con el plano xz (i.e., cuando y = 0) estd dada por z = 2. Usando esta informacién
y la de las curvas de nivel podemos trazar la grafica de f la cual se muestra en la
Figura (2.4b). O
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(a) Conjuntos de nivel. (b) Grafica de la funcién.

Figura 2.4: Conjuntos de nivel y grafica para la funcién f(z,y) = 22 — y2.

Recuerde que la norma del vector X € R" se define por:

%] = VX %

Esto representa la distancia (euclidiana) del punto terminal de X al origen. Usando
la norma podemos ahora definir distancia entre los vectores X, y como

d(x,y) =[x =¥l (2.2)

(Recuerde que X — ¥y es un vector paralelo a uno que va desde el punto terminal de
¥ al punto terminal de X.) La esfera de radio r y centro X, € R" esta dada por el
conjunto

Sr()_(’()) = {37 eR" : d(§> 20) = ’f’} :
En R? la ecuacién de la esfera reduce a:

(x—h)?+ (y — k)*+ (2 = 1)? =12,
donde ¥ = (z,y, 2), Xo = (h, k, ).

Ejemplo 2.8. Para la funcién f(x,y, 2z) = 2% + y* + 22 las superficies de nivel estdn
dada por los conjuntos:

Le={(z,y,2) : @ +y* + 2> =c}.

Este conjunto es vacio si ¢ < 0, consiste del origen tinicamente si ¢ = 0, y es una
esfera de radio y/c si ¢ > 0. Un dibujo de L. para un valor de ¢ positivo se muestra en
la Figura (2.5). La gréfica de f en este caso no la podemos visualizar directamente
ya que es un objeto en R*. No obstante, podemos ver sus intersecciones con planos
paralelos a los planos de coordenadas. Por ejemplo, la interseccién con el plano z = 0,
produce la ecuacién w = x? +y? cuya grafica es como la que estudiamos en el Ejemplo
2.6. O
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1

Figura 2.5: Superficie de nivel de valor ¢ = 1 de la funcién f(x,y,2) = 2% + 3> + 22

2.2 Swuperficies implicitas en tres variables

Todos los ejemplos de superficies en la seccién anterior son de ecuaciones dadas de
forma explicita, esto es una de las variables se puede escribir en termino de las otras.
En esta seccion examinamos las graficas de algunas ecuaciones en tres variables dadas
de forma implicita. Primero examinamos las gréficas de los llamados cilindros y luego
las superficies determinadas por ecuaciones de segundo grado. La técnica fundamental
para estudiar éstas y otras superficies es la de utilizar cortes con planos paralelos a
los planos de coordenadas.

2.2.1 Cilindros

Un cilindro C consiste de la unién de todas las rectas que son paralelas a una recta
fija llamada la generatriz y que intersecan una cierta curva plana. (Vea la Figura
2.6.) El plano de la curva base no puede ser paralelo a la generatriz. Si la curva base
esta dada por f(x,y) = 0 en el plano zy, y si la generatriz es paralela al eje de z,
entonces la ecuacién del cilindro esta dada por:

f(z,y) =0en R

Es facil ver porque esto es asi. Si (zg,yo) satisface la ecuacién f(z,y) = 0, entonces
(0, Yo, 2) es un punto en la superficie para cualquier valor de z. Esto representa una
recta paralela al eje de z y que contiene el punto (g, yo,0). De modo que todo punto
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(a) Curva base en el plano P (b) Cilindro (oblicuo) con generatriz de direccién V.

Figura 2.6: Vista general de un cilindro C con su curva base y generatriz.

del plano xy que satisface la ecuacién f(z,y) = 0 determina una recta paralela al
eje de z, y la coleccion de todas estas rectas forma el cilindro. Los casos en que la
generatriz es paralela a otro de los ejes de coordenadas y el plano de la curva base es
perpendicular a ésta, se trabajan de forma similar.

Ejemplo 2.9. La ecuacién 2% + 4 = 4 en R3 representa un cilindro con generatriz
paralela al eje de z. Los cortes con planos paralelos al plano zy son circulos con centro
en (0,0) y radio 2. La grafica resultante se ilustra en la Figura 2.7a.

La ecuacién y = 2% en R? representa un cilindro con generatriz paralela al eje de
x. Los cortes con planos paralelos al plano yz son parabolas abriendo hacia y positivo
y con vértice en el origen de dichos planos. (Vea la Figura 2.7b.) U

En el ejemplo anterior las generatrices de los cilindros considerados son paralelas
a alguno de los ejes de coordenadas con el plano de la curva base perpendicular a la
generatriz. A este tipo de cilindro se le llama cilindro recto. En el caso mas general
en que la generatriz no es perpendicular al plano de la curva base, decimos que el
cilindro es oblicuo. En el caso especial en que la curva base estd dada por f(x,y) =0
en el plano zy y la generatriz tiene direccién v = (a, b, ¢), entonces el cilindro oblicuo
C se puede describir por:

C={(z,y,2) : x=u+ta, y=v+th, z=tc, flu,v)=0, teR}.

Si f(u,v) = 0 se puede despejar para una de las variables en términos de la otra,



34 CAPITULO 2. GRAFICAS DE FUNCIONES Y SUPERFICIES

T
I

|

T

LoLoL L
BL &L MWL o on e s

(a) Cilindro circular recto (b) Cilindro parabdlico

Figura 2.7: Ejemplos de cilindros.

obtenemos lo que se llama una parametrizacion' de C. Los casos en que la curva base
es funcién de xz 6 yz se trabajan de forma similar. (Vea el Ejercicio 2.4.)

Ejemplo 2.10. Consideremos el cilindro en R? con curva base y = 22 en el plano xy

pero ahora con generatriz de direccién v = (—2,1, —1). Entonces el cilindro se puede
describir por:

C = {(x,y,z):x:u—%, y=v+t, z=—t v=u’ teR},
{(u—2t,u" +t,—t) : u,t € R}.

En la Figura 2.8 mostramos la grafica de este cilindro junto con la del cilindro recto
con la misma curva base y generatriz con direccién (0,0, 1). O

2.2.2 Ecuaciones de Segundo Grado

Estudiamos ahora superficies en R? generadas por ecuaciones de segundo grado. Los
cortes con los planos de coordenadas de dichas superficies estdan dadas por secciones
conicas como las discutidas en el Apéndice (B). Vamos a a suponer que las superfi-
cies bajo consideracion estan en forma estandar, ésto es, las conicas que resultan al
cortar la superficie con los planos de coordenadas tienen directrices o ejes principales
paralelos a los ejes de coordenadas correspondientes, y centros o vértices en el origen.
Primero examinamos un caso particular.

Ejemplo 2.11. Considere la superficie definida por la ecuacién x? —y? + 22 +4 = 0.
Si escribimos esta ecuacién como

2?4 22 =y — 4,

'El tema de superficies parametrizadas se discute en mas detalles en la Seccién 7.2.
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Figura 2.8: Cilindros recto y oblicuo con la misma curva base.

podemos estudiar su grafica haciendo cortes con planos paralelos al plano zz, i.e.,
con y = constante. En particular note que si |y| < 2 entonces la ecuacién no tiene
soluciones reales, y si |y| = 2, entonces + = z = 0. Cuando |y| > 2, vemos que los
cortes son circulos (en el plano zz) de radio /y? — 4. Como informacién adicional

podemos utilizar que los cortes con los planos z = 0 y z = 0 producen ambos
hipérbolas con el eje de y como eje mayor. Usando esta informacion la grafica de la
superficie queda como en la Figure 2.9. O

Un elipsoide esta dado por una ecuacion de la forma:
2 2 2
x oy 24
?‘f‘——'—g—l. (2.3)
Los cortes con planos paralelos a los ejes de coordenadas de esta superficie, cuando no
son vacios, son circulos o elipses. Si dos de los denominadores son iguales y menores
al tercero, la superficie se llama un esferoide prolongado. En este caso tiene la forma
de una bola de football y se puede obtener girando una elipse alrededor de su eje
mayor. El caso en que dos denominadores son iguales y mayores al tercero se conoce
como esferoide achatado y se puede generar rotando una elipse con respecto a su eje
menor. (Vea la Figura 2.10a.) Si a,b,c son distintos los tres, entonces la superficie
es una combinacion de estos dos casos. Obviamente, el caso a = b = ¢ es el de una
esfera con centro en el origen.
Un hiperboloide de una hoja esté representado por la ecuaciéon:
2 2 2
x z
SN A (2.4)

a? b2 2
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Figura 2.9: Gréfica de la superficie definida por la ecuacién z? — y? + 22 + 4 = 0.

Los cortes de esta superficie con planos paralelos al plano xy son elipses mientras que
los cortes con planos paralelos a xz o yz son hipérbolas. (Vea la Figura 2.10b.) Si
intercambiamos los roles de las variables z, y, z se obtiene el mismo tipo de superficie
pero orientada de otra forma.

El hiperboloide de dos hojas esta representado por la ecuacion:

————— =1 (2.5)

Los cortes con planos paralelos a xzz o xy son hipérbolas, mientras que los cortes con
planos paralelos a yz son elipses si |x| > a y un punto si |z| = a. (Vea la Figura
2.10c.) Si intercambiamos los roles de las variables z,y, z se obtiene el mismo tipo de
superficie pero orientada de otra forma.

El paraboloide eliptico estda dado por una ecuacion de la forma:

2 2

x Y z

Lz 2.6

a? b ¢ (2:6)
En general los cortes con planos paralelos al plano xy son elipses mientras que los
cortes con planos paralelos a xz o yz son parabolas. En la Figura 2.10d ilustramos
el caso ¢ > 0. Si ¢ < 0, el paraboloide abre hacia abajo. Al intercambiar los roles de
las variables x, y, z obtenemos el mismo tipo de superficie pero con el eje de simetria

orientado con respecto a otro de los ejes de coordenadas.
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El paraboloide hiperbolico o silla de caballo tiene ecuacion:
R Ve
T4 _Z 2.7
a2 b ¢ (27)

Los cortes de esta superficie con planos paralelos al plano zy son hipérbolas mientras
que los cortes con planos paralelos a xz o yz son pardbolas. (Vea la Figura 2.10e.)
Nuevamente, los roles de las variables x, y, 2z pueden ser intercambiados sin alterar el
tipo se superficie, solo su orientacién.

El cono eliptico tiene ecuacion:

2 2 2
x Y z
Los cortes de esta superficie con planos paralelos al plano xy son elipses mientras que
los cortes con planos paralelos a zz o yz son hipérbolas. Los cortes con los planos de

coordenadas zz o yz exactamente, son un par de lineas que se intersecan en el origen,
respectivamente. (Vea la Figura 2.10f.)

2.3 Ejercicios
Ejercicio 2.1. Describa las secciones transversales (curvas de nivel) de la superficie
22 4yt — 527 =1,

usando cortes con planos paralelos al plano xy, i.e., con z constante. Trace la grafica
de la superficie.

Ejercicio 2.2. Para la funcién f(x,y) = /22 + y*
a) Describa las curvas de nivel de f y trace varias de estas curvas.

b) Describa los cortes de la superficie con los planos yz (o sea z = 0) y zz (o sea
y=0).

c) Trace la gréfica de f.

Ejercicio 2.3. Trace las graficas de las siguientes superficies en R3:

a) y=a3 ¢) (=10 +(z4+2)2=1

2 2
Y N N _
b)4+9—x d) 1
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(d) Paraboloide eliptico

(c) Hiperboloide de dos hojas

(f) Cono eliptico

(e) Paraboloide hiperbdlico

Figura 2.10: Superficies cuadraticas.
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Ejercicio 2.4. Calcule las parametrizaciones para los cilindros con la curva base y
generatriz indicada:

a) curva base y = 2® +x — 1 en el plano zy y generatriz con direcciéon v = (—1,1, 3);
b) curva base y = cos(z) en el plano yz y generatriz con direccién vV = 37— 27+ 4k.

Ejercicio 2.5. Considere una superficie de revolucion que se genera rotando la gréfica
de y = f(x), a < x < b alrededor del eje de z.

a) Verifique que la ecuacién de ésta superficie en R? estd dada por:
v+ 2 =[f@)]} a<ax<bh
b) Trace la grafica de la superficie resultante en el caso en que f(z) = va? — 2x + 2,
0 <z < 1. ;Que tipo de superficie es la que se obtiene?
c¢) Trace la grafica de la superficie resultante en el caso en que f(z) =e2, 0 < x < 4.

Ejercicio 2.6. Considere una superficie de revolucion S que se genera rotando la
grafica de y = f(z), ¢ < z < d alrededor del eje de z.

a) Verifique que la ecuacién de ésta superficie en R? estd dada por:

Pyt =[f(2)]? c<z<d.

b) Verifique que esta superficie se puede describir usando coordenadas cilindricas de
la siguiente forma:

S={(r0,z) : 0<0<2m,r=f(2), c<z<d}.

Ejercicio 2.7. Sea p = (,y,2) un vector variable (o sea arbitrario) y a € R* un
vector dado (o sea conocido). Describa exactamente lo que representa cada una de
las siguientes superficies:

a) (p—a)-a=0 b) (p—-a)-p=0
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Capitulo 3

Limites, Continuidad, y
Diferenciacion

El concepto del limite es la piedra fundamental del calculo infinitesimal. En el caso
de una funcién de una variable, cuando tomamos o calculamos el limite de dicha
funcién segtin su argumento se acerca a un punto, solo hay que considerar dos formas
de acercarnos al punto: por la izquierda o por la derecha. En el caso de funciones
multivariables, nos podemos acercar a un punto dado en una infinidad de direcciones
incluso a través de curvas que tienden a dicho punto. Al tomar esto en consideracién es
posible definir varias nociones de diferenciacién para funciones multivariables. En este
capitulo discutiremos dos de esas definiciones: derivadas direccionales (las derivadas
parciales son un caso especial de ésto) y la diferenciacion en el sentido de Fréchét.

3.1 Limites y Continuidad

Usando la definicién de distancia (2.2), podemos definir ahora la vecindad de radio
r > 0 del vector X como el conjunto

D/(X) = {F€R" : d(X,§) <r}.

D,(x) con z € R corresponde a un intervalo abierto con centro en z y radio r; si
X € R?, entonces D,(X) es un disco abierto con centro X y radio r; si X € R3,
entonces D,.(X) es una esfera sélida abierta con centro X y radio r. (Vea la Figura
(3.1).) Vamos ahora a introducir varios conceptos bésicos de la teoria de conjuntos
algunos de los cuales seran utilizados en esta seccion y en el resto del libro.

Definicién 3.1. Sea U un subconjunto de R".

i) Decimos que U es abierto si para todo Xy € U existe € > 0 tal que D.(Xy) C U.

41
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Figura 3.1: Representacién gréfica de D,.(X) paran = 1,2, 3.
ii) Un punto Xy € R™ es un punto de acumulacion del conjunto U si toda vecindad
D.(Xy) contiene al menos un punto X € U donde X # X,.

iii) El complemento de U, se denota U° y consiste de todos los vectores en R™ que
no pertenecen a U:

U= {XeR": X¢ U}.

iv) La frontera del conjunto U, se denota OU y consiste de todos los puntos en R™
tal que todas sus vecindades contienen puntos de U y de U*:

OU={XeR" :Ve>0, D.X)NU#D, D(X)NU"#0D}.
El conjunto U = U U dU se llama la clausura de U

v) El interior del conjunto U, se denota int(U) y consiste de todos los puntos de U
que tienen al menos una vecindad dentro de U:

int(U) ={X €U : D.(X) C U para algin ¢ > 0} .

vi) El conjunto U se dice que es cerrado si OU C U. En tal caso, U = U.

vii) U es acotado si existe un numero M > 0 tal que para todo X € U tenemos que
%] < M.

Ejemplo 3.2. El conjunto
U={(z,y) eR*: 0<z,y <1},
no es abierto mientras que

V={(z,y) eR* : z,y > 0},
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si es abierto. La frontera de V es:
OV ={(z,y) eR* : zy =0, 2,y > 0}.

Note que todo punto en V U0V es punto de acumulacion de V. De hecho, estos son
todos los puntos de acumulacion de V. O

Ejemplo 3.3. Si U = {(z,y) : 2* + y? < 4}, entonces:
U= {(z,y) 2®+y* >4}, U ={(z,y) : 2 +y* =4}, nt(U)=U.
Claramente U es abierto y acotado (M = 2 funciona), pero no es cerrado. No obstante

{(z,y) « 2 +y* <4},
es cerrado y acotado. O

Usando las nociones de vecindad y punto de acumulacion, podemos ahora definir
el concepto de limite para funciones multivariables.

Definicién 3.4. Sea f : U ¢ R* — R™ y Xp un punto de acumulacién de U. Decimos
que el limite de f en Xy es L si para todo € > 0 existe un r > 0 tal que

f(X)e D.(L) V Re€ D, (X)NU , X+ =p.

En este caso escribimos
lim (%) = L.
X—X0
Todas las propiedades usuales de limites para funciones de una variable, e.g., el
limite de una suma de funciones es la suma de los limites individuales, etc., son ciertas
igualmente para funciones multivariables.

Ejemplo 3.5. Con este ejemplo ilustramos varias de las técnicas mas comunes para
calcular limites de funciones de multivariables.

a) En este primer ejemplo usamos la continuidad del numerador y denominador de la
funcion racional (vea el Ejemplo 3.14) en cuestién para evaluar el limite deseado:

4P (—1)P+28 7

im = = —.
@y—(-12) 22 4+y2  (=1)2+22 5

Note que esto funcioné ya que el denominador no se hizo cero en el limite. En
general, los limites de funciones continuas se calculan sustituyendo el punto al cual
nos estamos acercando.
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b) El problema siguiente ilustra lo que llamaremos la “técnica de tanteo”. Esta
técnica es ttil para demostrar que el limite en cuestién no existe. Considere el
siguiente limite:

lim " (3.1)

(z,y)—(0,0) T° + Y

Queremos determinar si este limite existe 6 no. Para que dicho limite exista, la
Definicién (3.4) requiere que nos acerquemos al punto (0,0) en todas las posibles
direcciones y de todas las posibles formas. Esto incluye cualquier curva en el plano
que tienda o se acerque a (0,0). En particular podemos considerar los casos en
que nos acercamos a (0,0) a través de rectas. Asi que si nos acercamos a (0,0)
por la recta y = kxz, k € R, tenemos® que

Ty ka? k

im —2— =lim = )
@200 2?24 y? 20 (14 k2)2?2 1+ k2
y=Fkx

Como este resultado depende del valor de k, i.e., de la recta por la cual nos acer-
quemos al origen, entonces el limite (3.1) no existe. Note que este procedimiento
solo sirve para demostrar que un limite no existe. El hecho de que el calculo nos
hubiese dado independiente de k no implica que el limite exista. Para que el limite
exista, el valor del limite tiene que ser el mismo al acercarnos a (0,0) de todas las
posibles formas.

c¢) Otra técnica util al calcular limites de funciones de varias variables es la de aplicar
un cambio de coordenadas. Claro, cual cambio de coordenadas es el apropiado,
dependera del problema en cuestiéon. Para analizar el limite:

lim i (3.2)

i e .
(z.y)=(0,0) /22 4 y?

hacemos el cambio a coordenadas polares: x = rcosf, y = rsenf. El limite de

arriba es equivalente ahora al siguiente:

lim 7cosfsenf = 0.
r—0

0€[0,27)
Como este resultado no depende de la forma que nos acercamos al origen, entonces
el limite (3.2) existe y es igual a cero.

Otro cambio de coordenadas 1til para analizar limites es el de traslacion de coor-
denadas. Por ejemplo, si queremos calcular:
2?2 —1

li il .
(w)o(12) Y2 — 4 (3:3)

INote que y = kx, k € R, no incluye la recta vertical z = 0 la cudl de ser necesario tendria que
ser considerada aparte como un caso especial.
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entonces podemos utilizar el cambio o traslaciéon de coordenadas u =z — 1, v =
y — 2. En las variables uv el limite original es igual a:

, u(u + 2)
lim ——=.
(u,0)—(0,0) V(v + 4)

Este limite se puede analizar ahora por tanteo usando rectas de la forma v = ku,
k € R, para concluir que el limite (3.3) no existe.

En este ejemplo ilustramos el uso de expansiones de Taylor para calcular limites.
En particular nos interesa determinar si el limite

cosz — 1 —12%/2

lim
(z,y)—(0,0) xt 4yt

)

existe o no. La expansién de Taylor de cosz hasta términos de orden cuatro esta
dada por:

2 2t

— 14
COS T 5 + o cos&(x),

donde £(z) esta entre cero y z. Con esto podemos escribir el limite anterior como:

lim cosz —1—12%/2 — lim 2?(—1+ (22/24) cos &(x))
(@y)=00 x4yt (21)—=(0,0) zt 4yt
2
-z

lim @ ———
(@,y)—(0,0) T4 + y*

Y

donde para el dltimo paso utilizamos que |cos{(z)| < 1. Pero

2 2
o R
-1 1
1+ k4 :vlg(lJ 2

lim ——
@) =00 x4+ y1
Yy=kzx

= —0OQ.

Por consiguiente el limite original no existe.

O

Comentario 3.6. En el Ejemplo 3.5(d), podriamos haber utilizado la técnica de
tanteo desde el principio con el mismo resultado de antes. No obstante la técnica que
usa polinomios de Taylor es mas general que la de tanteo y sirve tanto para probar
que un limite existe como que no existe, contrario a la técnica de tanteo que solo sirve
para probar que un limite no existe.
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Comentario 3.7. Todos los ejemplos de limites que hemos discutido hasta el mo-
mento han sido con funciones escalares. No obstante, en la Definicién 3.4 la funcion
f puede ser una funcién vectorial. En este caso se puede verificar que si en la
Definicién 3.4 tenemos que f(X) = [f1(X),..., fm(X)] v L = [Ly,..., L], entonces
limg_,%, f(X) = L si y solo si
X—X0
Es decir
lim f(X) = [lim f1(X),..., lim f,(X)].
X—X0

ﬁ—)fg ﬁ—)fg

Ejemplo 3.8. Para la funcién vectorial f(z,y) = [2zy, y/(z% + y2)], tenemos que

. z . . )
lim f(x,y) = lim 2zy, lm ———|=|—-4,—=|.
(z,y)—(1,—2) (@9) (z,y)—(1,-2) Y (@y)—(1,-2) 22 + ?/2} [ ]

El siguiente resultado nos ayuda con el computo de limites de funciones que pueden
visualizarse como la composicion de dos funciones. Recuerde que si f:UCR"—R™
yg:V CR™— RP con F(U) C V, entonces la composicion de g con f se denota
por go f y se define por

(goH)(x) = &(f(x), XeU.

Teorema 3.9. Sea f: U C R® — R™ y Xo un punto de acumulacion de U tal que

lim f(X) = L.

5(’—)5{'0

Seag:V CR™ > RP y L un punto de acumulacion de V tal que

Entonces

2La condicién M = g(ﬂ) del Teorema 3.9 es equivalente a decir que g es continua en L (vea la
Definicién 3.12).
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Ejemplo 3.10. Considere el problema de calcular el limite

) sen oxy
lim :
(z,y)—(0,0) Y

Note que el dominio de la funcién h(zx,y) = (senbzy)/(zy) es U = {(x,y) : zy # 0}
y que (0,0) es un punto de acumulacién de U. Si definimos

sen do

g(a): a O‘7é0a

v f(x,y) = xy, entonces

h(z,y) = (go f)(z,y), (z,y)€U.

Como
e o (z,y) =0, limg(a) =5,

tenemos usando el teorema anterior que

sen oxy

= lim g(a) = 5.

(z,y)=(0,0)  xY a—0
U

Ejemplo 3.11. Si las condiciones “M = g(L)” o que “f(X) # L
para todo X en una vecindad de X" del Teorema (3.9) fallan ambas, entonces el
resultado del teorema no es necesariamente cierto. Tome por ejemplo:

_J 0, y#0,
g<y)_{1 , y:O,

y f(z) = 0 para toda z. Entonces (go f)(x) = 1 para toda x, y como lim,_,, g(y) = 0,
tenemos que:

lim(g o f)(z) =1 # lim g(y) = 0.

z—0

O

Definicién 3.12. Sea f : U C R* — R™ y Xo € U. Decimos que f es continua en X0
si

lim f(X) = f(X,),

5('—)5{'0

y que f es continua en U si f es continua en todo punto de U.
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Note que para que una funcién f sea continua en X0, €s necesario que se cumplan
tres cosas: que f esté definida en Xj; que el limite de f al acercarnos a X, exista; y
que estos dos valores sean iguales.

Todos los resultados estandar sobre continuidad que conocemos para funciones de
una variable, son validos en el caso multivariable. Esto es la suma, multiplicacion,
divisién, y composicion de funciones continuas, es continua, siempre y cuando estas
operaciones algebraicas estén bien definidas. Por ejemplo al sumar, las funciones
deben ser de valor vectorial del mismo tamano, etc.

Ejemplo 3.13. Toda funcién escalar polinomial en n variables, es continua en todo
R". Por ejemplo p(z,y) = 22 + 5zy — yy° es continua en R?, mientras que q(z,y, z) =
—223 + xyz 4+ 102° es continua en R3. ]

Ejemplo 3.14. Si p(z1,...,2,) ¥ ¢(z1,...,z,) son polinomios en n variables, en-
tonces la funcién racional en n variables:

):p(xl,...,xn)

R(xy,...,x
(21 T q(x1,. .., 1)

Y

es continua en
{(z1,...,2,) : q(xy,...,2,) #0}.

Por ejemplo

23— B
h(z,y) = es continua en R? 0,0)},
(z,9) Y \ {(0,0)}
mientras que
: ) 23 4 y? = P
w x? 7Z = —7
Y 22 + xy + 22

es continua en
{(z,y,2) eR® : 2 + zy+ 2* #0}.

O

Ejemplo 3.15. Como las funciones exp, sen, cos son continuas en R, tenemos en-
tonces que las composiciones eP@L-n) - sen [p(xy, . .., )], y cos[p(z1, . .., z,)], donde
p(z1,...,x,) es un polinomio de n variables, son continuas en todo R". Por ejemplo

. . 3 2 4
h(z,y) = sen (2 — y?) es continua en R? mientras que w(z,y,z) = e TV 727 es
continua en R3.

Otras composiciones como log[p(z1, ..., x,)] 6 \/p(x1, ..., z,) donde p(xq, ..., z,)

es un polinomio de n variables, son continuas en el conjunto

{(x1,...,2n) : p(x1,...,2y) > 0}.
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Por ejemplo ¢(z,y) = In(z* — y?) es continua en

{(z,y) eR* : 2° —y* > 0},
mientras que u(x,y, z) = \/Tyz es continua en

{(z,y,2) eR® : zyz > 0}.

La continuidad de otras composiciones con estas funciones basicas y las de los ejemplos
anteriores, se puede establecer de forma similar. O

Ejemplo 3.16. Considere la funcion

o 0 ) Z’,y>0,
f(x,y)—{ 1 , en el resto.

Note que f no es continua en (g, 0) para cualquier zo > 0 6 en (0, ) para cualquier
yo > 0. Por el contrario f es continua en (xg, ¥o) si o, Yo > 0 ambos, é cuando xy < 0,
6 cuando gy < 0. O

3.2 Derivadas parciales

Hemos visto que el computo de limites de funciones multi-variables se complica por
el sin numero de formas o maneras en que nos podemos acercar a un punto en R".
Esto tiene como consecuencia el que hay varias nociones o tipos de derivadas para
este tipo de funciones, dependiendo de como nos acerquemos al punto en cuestion.
Las derivadas parciales se obtienen cuando nos acercamos al punto donde se calcula
la derivada, por direcciones paralelas a los ejes de coordenadas. Si nos acercarnos
de forma arbitraria al punto en cuestion, entonces obtenemos la derivada de Frechét
(Seccién 3.3).

Definicién 3.17. Sea f: U C R*" — R, U abierto, y X* € U. La derivada parcial de
f en X* con respecto a la variable xp, 1 < k < n se define por

oxy, h—0 h ’

si este limite existe y donde € es el vector en R™ con todos los componentes cero
excepto por el componente k£ que es uno.

Note que 0f /0xy se calcula variando solo a zj, tratando las otras variables como
constantes.
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Ejemplo 3.18. Calculamos (0f/0x)(x,y), (0f/0y)(x,y) para las siguientes funciones.
a) Para f(z,y) = 2%y + y* tenemos que:

of of 9 9

b) Para f(z,y) = coszy + x cosy tenemos que:

0 0
—f(:c,y) = —ysenxy + cosy , —f(:c,y) = —xsenxy — rseny.

ox Oy

c) Para f(x,y) = xy/+/2? + y? tenemos que:
8_f(x ) = P 8_f(x )= z?
or Y= (22 + y2)3/2 " Oy Y= (22 + y2)3/2’
siempre que (z,y) # (0,0).
]

Ejemplo 3.19. Considere la funcién f(z,y) = 2*/3y'/3. Entonces si z,y son ambas
distintas de cero, tenemos que

af yl/s af 1'1/3
%(xuy) - 31,2/3 ) a_y(xvy) - 3y2/3’

Note que estas expresiones no son validas ambas si x = 0 6 y = 0. Para calcular
las derivadas parciales en estos casos hay que usar la Definicién (3.17) directamente.
Considere el caso en que x =0y y = 0. Tenemos que

A L

De igual forma se obtiene que (0f/dy)(0,0) = 0. En forma similar se puede verificar
que (0f/0x)(0,y) no existe si y # 0y que (0f/Jy)(x,0) no existe si x # 0. O

Sif:UCR" - R™ f=(fi,fo,...,[m)!, donde fi : U CR* 5 R, 1 <i<m,

entonces podemos hablar de la derivada parcial del componente f; de fenx* €U
con respecto a la variable x;. Escribimos

of
8:):k

para estas derivadas. Con estas derivadas parciales podemos formar la matriz m X n,
(0f;/0xy) llamada la Jacobiana de f.

(X*), 1<i<m, 1<k<n,
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Ejemplo 3.20. Para f(z,y, 2) = (22 + y? + 22, zyz) tenemos con fi(z,y,z) = 22 +
y* + 2%, fo(,y, 2) = 2yz, que

df1 B df1 _ 24 _
%(1’9?/72)_21' ; a—y(zayaz)_Qy 9 82 (Z’,y,Z)—2Z,

%(x y,2) = yz %(x y,z) =z %(x y,z) =y
al’ Y Y Y ay Y Y Y az Y Y )

y la Jacobiana de f es la matriz 2 x 3:

2v 2y 2z
yz xz xy )

3.3 Diferenciacion

Cuando se calcula la derivada parcial de una funcién f en el punto X* con respecto a
la variable xj, segin la Definicién 3.17, nos acercamos al punto X* a lo largo de la recta
w(h) = X* + h€. Esta nocién de derivada, aunque util e importante, no es suficiente
para generalizar muchos resultados importantes del calculo de una variable al caso
de funciones multivariables. La definicién de derivada que se utiliza para funciones
multivariables es la llamada derivada de Frechét, donde el limite que se calcula se
hace acercandose a X* de forma arbitraria. Comenzamos con el caso de funciones

escalares de dos variables antes de discutir el caso més general.

3.3.1 Derivadas: Cason=2, m=1

Para funciones y = f(z) de una variable, la derivada en el punto z, se define por el

limite:
f/(x(]) — lim f(!lﬁ') - f(!lﬁ'())’

T—xT0 T — Zo

o lo que es lo mismo

lim f(x) = f(xo) — f'(wo)(x — x0)

T—rx0 €T — :L’O

= 0.

Note que y = f(xo) + f'(x0)(x — o) es la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(xo, f(x0)) y el limite de arriba lo que indica es que la diferencia entre f(z) y la recta
tangente tiende a cero mas rapido que x — xy segin x — xo. De hecho, la recta
tangente es la tnica recta con esta propiedad y que contiene el punto (zg, f(zo)).
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Vamos ahora a extender estas observaciones al caso de una funcién z = f(x,y)
de dos variables. La forma general de una funcién lineal que pasa o que contiene el
punto (o, yo, f(zo, yo)), esta dada por:

z = f(xo,v0) + a(r — x0) + b(y — yo).

Argumentando o motivados por el caso de funciones de una variable, buscamos los
valores de a y b tal que:

lim |f(z,y) — [f(l"o,yo) —a(r —x0) — by — yo)]|
(@,9)—(@0,30) 1(z,y) — (20, y0) |l

~0. (3.4)

Si nos acercamos a (g, yo) por la recta y = yo, este limite reduce a:

lim f(x,y0) — f(20,10)

T—T0 €T — :L’O

—a| =0,

lo que implica que a = %(mo, Yo). Deigual forma, acercdndonos a (g, yo) por la recta
T = xo, obtenemos que b = g—g(azo, yo). Estas dos condiciones son necesarias para que

el limite en (3.4) exista y sea cero. Pero como bien sabemos de la seccién anterior,
esto no es suficiente en general. Si el limite (3.4) con estos valores de a y b, existe y
es igual a cero, entonces decimos que la funcién f es diferenciable en (xg, o). Esto
motiva la siguiente definicion de la derivada para una funcién de dos variables:

Definicién 3.21. Sea f : R? — R. Decimos que f es diferenciable en (zg,yo) si
(0f /0x) (0, y0), (Of/0y)(x0,yo) existen y

F,y) = F(o,90) = (@0, yo) (@ = 70) = % (w0, 30)(y = 0)

lim =0. (3.5
L @9 — o o)l 3
La derivada de f en (xo, o), se denota por D f(zg,vo) y estd dada por
0 0
Df(5170>?/0) = 8_£(I0’y0)’ a—ch(xo,yo)] )
y of of
z = f(xo,y0) + %(ifo, Yo)(z — o) + a—y($0>yo)(y — %0), (3.6)

se llama el plano tangente a graf(f) en (zo, o, f(Zo,%0))-

El hecho de que las parciales existan en el punto (xg, o) no implica que la funcién
sea diferenciable en (g, 1), i.e., que el limite de arriba sea cero. (Vea el Ejemplo
3.24.) No obstante, si las parciales existen y son continuas, entonces si tenemos
diferenciabilidad.
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Teorema 3.22. Sea f : R? — R y suponga que

0 0
o). G,

existen y son continuas en una vecindad de (xg,yo). Entonces f es diferenciable en
(0, Yo)-

Ejemplo 3.23. La funcién f(z,y) = 2%y + 3> tiene

of of 2 2
—(z,y) =22y , —(z,y)=a" +3y~,
5g 1Y) = 25y ay( y) y
que existen y son continuas en todo punto. Asi que f es diferenciable en todo punto
y
Df(x,y) = [2zy, 2 + 3y°].

En este caso, como
f(1,2) =10, Df(1,2)=[4,13],

entonces el plano tangente a la superficie en el punto (1,2, 10) tiene ecuacién:
z2=10+4(x — 1)+ 13(y — 2),
o luego de expandir
dr + 13y — 2 — 20 = 0.
U

Ejemplo 3.24. De los resultados del Ejemplo (3.19) tenemos que para la funcién
f(z,y) = 2'/3y"/? las parciales existen y son continuas en todo punto (z¢,%o) con
xoyo # 0. Asi que f es diferenciable en todos estos puntos. En (0,0) vimos que las
parciales existen y son igual a cero. Esto no implica inmediatamente que la funcion
es diferenciable en (0,0) ya que las parciales no son continuas aqui. Para verificar la
diferenciabilidad tenemos que calcular el limite en (3.5):

i () = £(0,0) = Z(0,0)(x — 0) = &(0,0)(y - 0)
(@) (00) V(@ —0)2+ (y — 0)?

/3 11/3
= lim 7@\ vl = .

(z.y)=(0,0) /22 + 12

Por lo tanto f no es diferenciable en (0, 0). O



54 CAPITULO 3. LIMITES, CONTINUIDAD, Y DIFERENCIACION

3.3.2 Derivadas: Caso General

La definicién de la derivada en el caso general de una funcién f : R" = R™ es una
generalizacién directa de la Definicién (3.21) para el caso escalar de una funcién de
dos variables. El rol del plano tangente como mejor aproximacion, ahora en el punto
(x*,£(X*)), lo asume la funcién afin:

h(x) = f(%*) + DE(X) (X - %),
donde Df(X*) es la matriz Jacobiana de f.

Definicién 3.25. Sea f : U C R" — R™, U abierto, y )E* € U. Decimos que f es
(Frechét) diferenciable en X* si las derivadas parciales de f en X* existen y si
iy JEG) — f(&) - DER)(E - %)) _

i — Px
X—X* ||X—X ||

0.

Aqui DE(R*) = ((8f;/0x,)(X*)) es la matriz m x n de derivadas parciales y se llama
la derivada de f en X*. En el caso m = 1, escribimos f en lugar de f, y su derivada
Df(xX*) se llama el gradiente de f en X* y se denota por

= 0 0
VX)) = <a—g‘i(i*), . “’0; (i*)) .

Nota: En este libro el gradiente de una funcién escalar siempre se representara por
un vector fila a menos que se indique lo contrario.

Los siguientes resultados son consecuencias de esta definicién.

Teorema 3.26. Sif : U C R" — R™ es diferenciable en X*, entonces es continua en
byt 3

X,

Teorema 3.27. Si las derivadas parciales (0f;/0x;)(X) existen y son continuas en
una vecindad de X*, entonces f es diferenciable en X*.

Ejemplo 3.28. Para la funcién f(z,y) = e" + sen (zy), como las derivadas parciales
existen y son continuas en todo punto, entonces f es diferenciable y tenemos que

Vi, y) = (ye™ +y cos(xy), ze™ + z cos(zy)) .

Como

f0.1)=1, V£(0,1) = (2,0),
entonces el plano tangente (cf. (3.6)) a la superficie en el punto (0,1,1) tiene ecuacién:
2=1+2(z—0),

o lo mismo, z =1 4 2x. O
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Ejemplo 3.29. Para f (z,y) = [e**Y + y,y?z] tenemos que las derivadas parciales
existen y son continuas en todo punto. De modo que f es diferenciable en todo punto

y tenemos que
5 e:c-i-y e:c-i-y + 1

O

Para las operaciones algebraicas de suma, producto, y divisién de funciones ten-
emos las siguientes propiedades.

Teorema 3.30. Sean f : U C R* — R™ yg:U CR" — R™ diferenciables en
x* € U. Entonces:

i) para cualquier ¢ € R, ¢f es diferenciable en * y D(cf)(X*) = ¢ DE(R*).
i) f+ & es diferenciable en ®* y

D(f + g)(%*) = DF(X") + Dg(®").

i) 6(? g) = f_"TD§+ g’TDF, donde F, g se toman como vectores columna.

iv) En el caso m =1, fg es diferenciable en X* y
V(f9)(®) = g(X)VF(X) + f(R)Vg(X").

v) En el caso m =1 y si g(X*) # 0, entonces f/g es diferenciable en X* y

¥ (1) ) = s o090 - %)

Ejemplo 3.31. Para las funciones f(x,y) = 2%y, g(z,y) = sen (zy), tenemos que

V(f9)(@,y) = fl.y)Va(z.y)+ gz y)Vf(z.y),
= 2%y (ycos(zy),z cos(xy)) + sen (zy) (2zy, 2),

(2%y? cos(xy) + 2xysen (wy), vy cos(xy) + 2% sen (2y)).
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3.3.3 La Regla de la Cadena

Recuerde que si §: U C R" — R™ y f:V cR™— RP, con §U) C V, entonces la
composicién de f con g se denota por fo g y se define por

(fog)x) =1(g(x)), xeU.
Note que fo g: U C R" — RP. Tenemos ahora el siguiente importante resultado.

Teorema 3.32 (La Regla de la Cadena). Seang : U C R* — R™ y f:VCcR™ R,
con g(U) C V. Suponga que g es diferenciable en X* € U y f es diferenciable g(X*).
Entonces f o g es diferenciable en X* y

D(f o g)(x*) = Df(g(X*))Dg(X").

Note que D(fo&)(X*) es una matriz p x n. Ademas Df(g(x*)) y DE(X*) son px m
y m X n respectivamente, el producto de las cuales tiene el tamano de D(f o g)(X*),
ie., pXn.

Cason=p=1:
Suponga que g1, 9o, ..., gm son funciones de R a R, y que f : R™ — R. Defina

h : R — R por
hz) = fgi(z), ..., gm(2)).

Queremos encontrar una formula para h'(x) en términos de las derivadas parciales de
f v las derivadas de las g;’s. Note que

W) = (f o g)(x),

donde
g(l’) = (91(17), s >gm(x))t , T € R.

Usando el Teorema 3.32, tenemos que

(z) = D(f o §)(z) = Vf(&(z))Dg(x).

Como

tenemos que
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Ejemplo 3.33. Dado que
flu,v,w) = cosu+ 3v* —e”, g(x) = (2*,2°,1 - 22)",
tenemos que
Vf(u,v,w) = [—senu, 6v, —®], Dg(z) = [2z, 32 —2]'.
Ahora para h(z) = (f o g)(x) = f(x?, 23,1 — 2x), tenemos que

W) = (g + 2 )ee) + L g)(-2),

(—senz?)(2x) + (627)(327) + (—¢'7*)(=-2),

= —2xsenz’+ 18z° + 272,

Cason=m, p=1:

Suponga que g1, ¢gs,- .., g, son funciones de R” a R, y que f : R” — R. Defina
h : R" — R por

WMx) = f(g1(X), ., gn(X)).
Queremos encontrar una formula para ﬁh(i) en términos de las derivadas parciales
de f y las g;’s. Note que

h(X) = (f 0 8)(%),
donde
g(X) = (1(X),...,gn(X)), Xe€R™

Usando el Teorema 3.32, tenemos que

Como

=1,...,

tenemos que
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Ejemplo 3.34. Considere las funciones

Defina

—Iz

h(w,y,2) = fu(z,y, 2),v(z,y, 2), w(z,y, 2)) = f(2°y, % e7).
Note que h(z,y,z) = (f o €)(x,y, z), donde
g(x,y,2) = (u(z,y,2), v(z,y, 2), w(x, y, 2))"

Entonces usando la regla de la cadena tenemos con X = (x,y, 2) que

Vh(X) = Vf(EX)DER),
ou/dx Ou/dy Ou/dz

= (2u v -1 Hg‘(i) ov/0x Ov/dy Ov/dz |,
ow/dx Ow/dy Ow/0z
2ay 2’ 0

= (227 2 -1) 0 2y 0 ,

—ze % 0 —xeF
= (4% +ze7% , 2ty + 4y, we ™).
U

Comentario 3.35. En este ejemplo, si primero hacemos la composicion, obtenemos

que
—Iz

h(a,y,2) =a'y* +y' —e

Podemos ahora calcular el gradiente de h obteniendo asi que:
ﬁh(m, y,2) = (42°y° + ze7%% 20ty + 4y°, ze ™) .

jEste resultado es el mismo que obtuvimos con la regla de la cadena! No obstante, la
ventaja de la regla de la cadena es que no hay que llevar a cabo la composicién para
poder calcular la derivada.
Caso general:
En general D(f o &)(X*) es una matriz p X n con entradas:

(D(fog ) Zaf’* gi’;(**)

6‘yk

1=1,...,p,5=1,...,n.
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Ejemplo 3.36. Considere las funciones
gz,y) = (> +y,v°), Fu,v)=(u+uv,u?0?).
Queremos calcular D(f o g)(1, 1) usando la regla de la cadena. Pero
D(f o g)(1,1) = Df(g(1,1))Dg(1,1) = Df(2,1)Dg(1, 1).
De las expresiones para f, g obtenemos que

1 1

Df(u,v) = [ 2u 0 , Dg(z,y) = < 2(?: 21 ) .
0 2w y
Asi que
. 11 5 1
Df(2,1)=1| 4 0 , Dg(1,1) = ( ) ,
0 2
0 2
de modo que
. 11 5 1 2 3
D(fog)(1,1)=1 4 0 <0 2): 8 4
0 2 0 4

O

Ejemplo 3.37. Dado que h(u,v) = 2uv, w(u,v) = u? + v3, definimos una nueva
funcién g(u,v) por
g(u, U) = f(h'(uvv)v w(uvv))v

donde f(z,y) es una funcién diferenciable de R? a R tal que

af of

—(—4,9) =12, —(—4,9) =-T.

(49 =12 G(-4.9)
Nos interesa calcular las derivadas parciales de g en el punto (—1,2). Usando la regla
de la cadena tenemos que:

dg of oh of ow
%(u,v) = %(h(u, v),w(u.v))%(u, v) + a—y(h(u,v), w(u,v))%(u, v).

Evaluando ahora en (u,v) = (—1,2), tenemos que:

g of oh
5,712 = So(h(=1,2),w(-1,2)5-(~1,2)
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0f ow

_of of
oh ow
= 12— —7—(—1,2
a ( ) a ( ) )7
donde usamos que h(—1,2) = —4, w(—1,2) = 9. De igual forma se obtiene que:
dg ., 0h ow
c%( 1,2) = 12%(—1,2)—7%( 1,2).
Calculando directamente de las ecuaciones que definen a h y w, tenemos que:
oh oh ow ow
8u( 1,2) =4, %(—1,2) = -2, 8u( 1,2) = =2, 811( 1,2) =12.

Sustituyendo estos resultados en las expresiones de las derivadas parciales de g que
ya calculamos, tenemos que:

Jg
ou

Z2(=1,2) = (12)(4) — 7(—2) = 62, %(—1,2) = (12)(=2) — 7(12) = —108.

El Gradiente en Coordenadas Polares

Usualmente cuando hablamos del gradiente de una funcién escalar, nos referimos al
vector de derivadas parciales de la funciéon con respecto a coordenadas cartesianas.
Si la funcién estd dada con respecto a otro sistema de coordenadas, en principio,
habria que hacer un cambo a coordenadas cartesianas primero, luego diferenciar,
para finalmente revertir el cambio de coordenadas al sistema original. Para el caso de
los sistemas de coordenadas que discutimos en la Secciones (1.4.1) y (1.4.2) es posible
desarrollar formulas directas para éstas derivadas. Vamos a ilustrar esto para el caso
en que la funcion esta dada en coordenadas polares.

Sea f(r,0) una funcién diferenciable. La funcién f(z,y) en coordenadas carte-
sianas que corresponde a f(r, 6) estd dada por:

flz,y) = f(7(z,y),0(z,y)),

donde 7(z, y), 8(z, y) estén definidas por las ecuaciones (1.21). Note que #(z, y), 8(z, y)
son diferenciables para todo (x,y) excepto en el origen. El gradiente (con respecto a
coordenadas cartesianas) de f(r,0) se define por:

~

Vf(r,0) = Vf(rcost,rsenf), (3.7)
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donde en el lado derecho de ésta ecuacién tenemos el gradiente de f (z,y):

. of of
Vi(r,y)= lﬁ—i(fﬂ,y), 8—;(%@] ,

evaluado en x = rcosf, y = rsenf. Usando la definicion de f (z,y), las formulas
(1.21), y la regla de la cadena tenemos que:

of v Of . ; y Of ;
%(93,?/) \/Ty? E(T(%y)ﬁ(%y)) T2 + 2 %(7’(93,?/%9(93,?/)),
of B y  Of,. A ©  Of . X
a_y(xvy) - \/ﬁa(r(xvy)ve(xvy))_'_ l’2+y2 %( (.flf,y),e(.flf,y))

Sustituyendo ahora x = rcosf, y = rsenf, tenemos que (3.7) reduce a:

5 —eos8%L 0y = Lseng?L of L oso?d
Vf(r,0)= cos@ar(r,ﬁ) Tsenege(r,ﬁ),sen@ar(r,ﬁ)—i-rcosﬁae(r,ﬁ) .

Este resultado lo podemos escribir de forma compacta, usando notacién vectorial,
como:
of

Vi(r,0) = E(T’ 0) &1 (0) + ;@(Ta 0) (),

donde
€1(0) =cosf 1+ senf 3, €(0) =—send v+ cosf j. (3.8)

Ejemplo 3.38. Para f(r,0) = (cos r)eT’92, tenemos que:

af o 7“92 af 02

5 = (0?cosr — senr)e™ == = 2rf(cosr)e™.

06
Entonces
Vi(r,0) = (0*cosr— senr)e® & (0) + 20(cosr)e &(6),
= [(6’2 cosr — senr)e” cosd — 20(cosr)e™” sen ),

(6% cosT — senr)e™ sen @ + 20(cosr)e’” cos 9] :
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3.4 Derivadas Direccionales

Recuerde que si f : U C R" — R es diferenciable, entonces el gradiente de f esta
dado por:
of

- aof
X)=Df(X)=| =—(X),..., —(X) | .
91 =D/ - (L@, @)
Vimos también que si @ € R" y v € R", entonces
Lit)y=a+tv , teR,

es la ecuacién de la recta que pasa por el punto terminal de a con direccion v. Para
la funcién f : U C R™ — R queremos estudiar cuan rapido cambia f en el punto a
en la direccién de V. Para esto definimos ¢ : R — R mediante

g(t) = (fo £)(t) = f(A+1tV), teR

Note que g es una funcién de una variable, dada por la restriccién de f a la recta

£(-). El punto (0, g(0)) equivale al punto (&, f(a)) de la gréfica de f, y la derivada

¢'(0) es la pendiente de la grafica de f restringida a la recta £(-). (Vea la Figura 3.2.)
Tenemos ahora:

Definicién 3.39. Sea f: U C R" - Ry a € U (abierto). Sea v € R" con ||v| = 1.
La derivada direccional de f en el punto & en la direccion Vv se define por
— t—» _ —

t—0 t

Df(a,v) :
si éste limite existe. Si v # 0 no es unitario, entonces D f(&, v) = Df(&, 1) donde
u = v/[[v]]

Note que

Of 1o e
82152' (a) - Df(a> el)a

donde €; es el vector unitario con todas las entradas cero excepto por el i—esimo
componente que es uno.

Teorema 3.40. Suponga que f : U C R™ — R es diferenciable, & € U, v € R",
|V|| = 1. Entonces

Df(a,v) =V f(@)v.
Demostracion: Como f y £ son diferenciables, entonces g = f o £ es diferenciable.
Tenemos ahora usando la regla de la cadena que

g'(t) =Df(Lt)DL(t) = Vf(a+ t¥)V.

Evaluando en ¢t = 0 obtenemos el resultado. O
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Figura 3.2: Diagrama de la grafica de f restringida a la recta £(-) con su recta
tangente en el punto a en la diccién V.

Ejemplo 3.41. Calculamos la derivada direccional de f(z,y,2) = z%7%* en a =
(1,0,1) en la direccién v = (1/v/3,1/v/3,1/4/3)t. Como
g—i(at,y, z) = 2zxe ¥* | g—ch(at,y, 2) = —a?ze Y, &(x,y,z) =
tenemos que Vf(1,0,1) = (2,—1,0) y
11 1\ 1
Df((1,0,1),v) = (2,-1,0) [ =, —=,—= | = —.
F10.2).9) = 2 -10) (G o) =
0

Ejemplo 3.42. Seana = 71— 3, b=31+ 3,y suponga que las derivadas parciales
de f(z,y) en el punto (1,2) existen. Suponga

DF((1,2),) = 6v3, Df((1,2),B) = —%. (3.9)
Queremos determinar %(1,2), g—g(l, 2). Como ||&@|| = v2 y ||b|| = 3v/2, entonces
. l1of 1 of
Df((1,2),d) = ﬁ%(lﬂ) - ﬁa—y(lﬂ)a
5 - L Of Lof
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Con A = %(1, 2),B = g—g(l, 2) tenemos que (3.9) es equivalente al sistema

1 1
— A- - 6\/57
VRV
1 1 2
—A+—B = ——,
V2 V2 V2
cuya solucién es A =5, B = —7. O

Es importante observar que el hecho de que una funcién tenga derivadas direc-
cionales en un punto a en toda direccién v, no implica que la funcién sea diferenciable
en el punto a.

Ejemplo 3.43. La funcién definida por:
2

Ty
fay) =4 Zag o @Y 700,
0, (z,y9)=(0,0),

tiene derivada direccional en el origen en cualquier direccién v. De hecho (Ejercicio
3.22):

o e = § - 12

para cualquier (v1,ve) tal que v} +v3 = 1. Pero como

1
(x,y)lin(QO,o) f((L’, y) 2 # f( ) )7
=Yy

tenemos que f no es continua en (0,0) por lo que no es diferenciable en (0, 0). O

3.5 Interpretacion Geométrica del Gradiente

En la seccién anterior definimos la derivada direccional D f(a, V) como la rapidez o
razén de cambio de f en el punto a en la direcciéon v. Recuerde que

u-w = [[dl|[|w]| cos 0,
donde 6 es el angulo entre los vectores U, w. Asi que
Df(& V) = Vf(@&)¥ = V(&) -V = |V /(@)]|[[¥] cost = ||V f(&)]|| cos,

donde # ahora es el dngulo entre los vectores V f(a) y V. Esta razén de cambio es
méxima cuando 6 = 0, i.e., cuando V f(a) y V apuntan en la misma direccién.
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Teorema 3.44. Si Vf(2) # 0, entonces V f(&) apunta en la direccion de ascenso
mdzimo para f en el punto a. Esto es, Df(a, V) es mdzima cuando v = V f(&).

Nota: Es ttil o conveniente visualizar a V f(@) como emanando del punto a.

Veamos otra propiedad importante del gradiente relacionada con las superficies
de nivel. Recuerde que el conjunto de nivel de f con valor k£ se define por

Lpy={xeU: f(X)=k}, keR.

Fijamos k£ por el momento y sea a € L. El plano tangente a la superficie L en el
punto a se define por

P;={veR":3¢{t) €Ly, te (-0, €0)=a, ¢(0)=v}.
Note que como €(t) € Ly para toda t € (=9, 0), tenemos que

Diferenciando ésta ecuacién con respecto a t usando la regla de la cadena y poniendo
t = 0, obtenemos que
Vf@v=0, VvVeP;,

ie., v f(&) es normal al plano tangente de Ly, en el punto a, lo que nos da el siguiente
resultado:

Teorema 3.45. Vf(a) es perpendicular a la superficie de nivel de f de valor f(a)
en el punto a.

Podemos ahora escribir la ecuacién del plano tangente Pz como
V(&) (X — &) =0.

Ejemplo 3.46. Para la funcién f(z,y) = 22 — 42, sus curvas de nivel consisten de la

familia de hipérbolas:

2 —y*=¢, ceR.

Para un punto (zg,yo) cualquiera en una de estas curvas, usando diferenciacién
implicita tenemos que la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto es:

dy o

(woyo) 0
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Figura 3.3: Curvas de nivel para la funcién f(z,y) = 2* — 42 con los correspondientes
gradientes.

Como V f (0, y0) = [2m0, —2yo]", tenemos que la pendiente de cualquier recta con la
misma direccion que V f(xg, yo) €s —z—g. Tenemos entonces que

(pendiente recta tangente) x (pendiente V f (o, yo)) = {@] {—@] = -1,
Yo Lo

ie., v f(xo,y0) es perpendicular a la recta tangente de la curva de nivel que contiene el
punto (9, 9). En la Figura 3.3 se muestran varias curvas de nivel de f(z,y) = 2% —y?
con los respectivos trazados de los gradientes (las flechas). De la figura se puede
apreciar que los gradientes son perpendiculares a dichas curvas. Las direccién en que
apunta una flecha cualquiera en el plano, es en la direccion en que la funciéon aumenta
mas vertiginosamente, es decir, la direccion de ascenso maximo. O

Ejemplo 3.47. Buscamos la ecuacién del plano tangente para la superficie 3zy+2? =
4 en el punto (1,1,1). Esta superficie la podemos ver como la superficie de nivel cero
de la funcién f(z,y,2) = 3xy + 22 — 4. Pero

=

v.f(L 1a 1) = (3y73x72z)|(1,171) = (3a 372)a

el cual es normal al plano tangente de la superficie de nivel (y por consiguiente de la
original) en el punto (1,1,1). La ecuacién del plano tangente queda entonces como
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r—1)+3y—1)+2(2—1)=0,ie,
3xr+3y+2z—-8=0.
O

Ejemplo 3.48 (Fuerza Gravitacional). Una masa M localizada en el origen, mucho
mas masiva que otra masa m, de acuerdo a la ley de gravitacién de Newton, ejerce
una fuerza Fgray sobre m dada por:

- GMm GMm
Forav = —W r= _W n, (3.10)

donde ¥ = (z,y, z) es el vector de posicién para la masa m y n = r/||r]|. Un cédlculo
sencillo muestra que

[=

- (1 - 1 r n
V(T):V :—%:—?2.
1] Va2 +y2+ 22 I ]

Tenemos ahora que

donde
GM GM

¥ g2t 22
se llama el potencial gravitacional inducido por la masa M. Note que V representa

la energia o trabajo necesario para traer una particula de masa unitaria des infinito
hasta el punto r. Como Fgray es el gradiente de un potencial, decimos que es un

V(z,y,2) =

campo conservativo. Note que precisamente, Fgray es perpendicular a las superficies
de nivel de V', que son esferas con centro en el origen, segtin predice el Teorema (3.45).
Las superficies de nivel de V' se conocen como las curvas o superficies equipotenciales.

U

Es importante tener en cuenta que el resultado del Teorema (3.45) es con relacién
a las superficies de nivel de la funcién f y no con su grafica. Para aclarar esto,
consideremos el caso de una funcién de dos variables, f(z,y). El Teorema (3.45) nos
dice por un lado que Vf (x0,%0) es perpendicular en el punto (xg, o) a la curva de
nivel en el plano dada por f(x,y) = f(xo,y0). Por otro lado, la superficie z = f(x,y)
se puede visualizar como la superficie de nivel cero de g(z,y,z) = f(z,y) — 2. Si
aplicamos el Teorema (3.45) pero a g ahora, tenemos que:

Vg(@o, y0, f(z0,%0)) = (V (0, 50), —1),
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Figura 3.4: El gradiente como direcciéon de ascenso maximo y como direcciéon perpen-
dicular a la curva de nivel correspondiente.

es normal a la superficie de nivel g(z,y,z) = 0, i.e., z = f(z,y), en el punto
(20, Yo, f(x0,y0)). (Vea la Figura (3.4).)

Ejemplo 3.49. La grafica de f(z,y) = 2% — y? consiste de todos los puntos de R?
de la forma (z,y, f(x,y)) = (2,y,2* — y*). Esta grafica se puede ver como la curva

de nivel cero de F(z,y,2) = f(r,y) — 2 = 2> — y*> — 2. Tenemos entonces que
VF(z,y,z) = [%, g—g, —1]* = [2x, —2y, —1]%, es normal a la superficie en el punto
(xayuf(xay)): (,T,y,l’2—y2). O

3.6 Derivadas Parciales Iteradas

Si f: R" — R es diferenciable, sus derivadas parciales son a su vez funciones de R"
a R y pueden o no ser diferenciables. Si las parciales son diferenciables, denotamos

sus derivadas por
o (ory_ o _,
Ore \Oxr; ]  Oxpdxr; 70
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etc., las cuales se conocen como las derivadas parciales de f de orden dos. Podemos de
igual forma ahora argumentar con las derivadas parciales de las derivadas parciales de
orden dos para obtener derivadas parciales de orden tres, etc.. Para U C R"™ abierto,
denotamos por C™(U) al conjunto de funciones f : U — R con derivadas parciales
de orden k continuas, para toda 0 < k < m.

Ejemplo 3.50. Para la funcién f(z,y) = zy + (z + 2y)? tenemos que
of af

3p & Y) =22 +5y a—y(x,y) = bz + 8y,
*f *f
ayax(x7y>_5 ) Way(xvy)_5v
*f >*f
@(1’7?/):2 ) 8—y2($’y):8’
y las derivadas de orden tres o mas son todas cero. O

Ejemplo 3.51. Para la funcién f(z,y) = sen zsen %y tenemos

0
a—i(:c,y) = cosxsen’y a—y(m,y) = 25sen x sen y cosy,
T (1) =2 T (1) =2
T, y) = 2CoS T seny cos —(x,y) = 2cosxseny cos
By Y Y Yy, 910y Y Y Y,
0? 0?
8—x£(x’y) = —senxsen’y , 8—y€(m,y) = 2sen x(cos’ y — sen?y) = 2sen x cos 2y,
ﬁ(m ) = —2senzsenycosy = l (z,y)
OyOx? Y= yeosy = Ox0yox Y0
etc.. U

Note que en ambos casos, las derivadas mixtas de orden dos son iguales. Estos
son casos particulares del siguiente resultado.

Teorema 3.52. Suponga que f es C*(U), U C R™ abierto. Entonces

orf 0f
8:cj8xk B 8xk8:cj

En general, si f € C™(U), ¢; € {1,2,...,n}, 1 <j<m, yo es una permutacion de
{1,2,...,m}, entonces
omf omf

81’5181’52 s &wm 8@0(1)8:5@0(2) e -8$g

o(m)
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3.7 El Teorema de la Funcion Implicita

Suponga que f : R? — R es una funcién suficientemente diferenciable y considere la
ecuacion

flz,y) =0.
Nos interesa saber cuando es posible despejar esta ecuacion para y en términos de x.
En el caso lineal en que f(z,y) = ax + by + ¢, es facil ver que podemos hacer ésto

siempre que b # 0. Pero en el caso general en que f es no-lineal, la contestacion no
es tan obvia.

Ejemplo 3.53. Si consideramos la ecuacién:
2?4+ 9y —1=0,

podemos despejar para y en términos de x pero la contestaciéon no es unica: y =
++v/1—22. Si (29,%0) es un punto que satisface la ecuacion, i.e., x3 +y2 — 1 = 0,
entonces podemos preguntarnos si es posible despejar para y en términos de z de
forma tnica, al menos “cerca” de zy. En este caso si yg > 0, la contestacion es
y=+v1—2x2 Siy, <0 tenemos la misma formula pero con un menos al frente. Si
1o = 0, entonces no es posible despejar para y en términos de x. ;Qué representa la
ecuacién z2 4+ y* — 1 = 07? O

Ejemplo 3.54. El anélisis del ejemplo anterior ya no es posible para la ecuacion
ye¥ —x =0,

cerca del punto (0,0) digamos. Aunque en este caso no podemos despejar para y
en términos de = de forma explicita, veremos que todavia es posible garantizar de
forma implicita que tal funcion de y en términos de x existe. Ademads veremos un
procedimiento para aproximar dicha funcion. O

El siguiente resultado nos da condiciones suficientes que garantizan que una ecuacion
no-lineal como f(z,y) = 0 se puede resolver para y en términos de x.

Teorema 3.55 (de la Funcién Implicita). Sea D C R? un conjunto abierto, f: D —
R continua y con derivadas parciales continuas en D. Suponga que (zo,yo) € D es
tal que

f(xo,40) =0, g_;(x(]vy(]) # 0. (3.11)

Entonces existe un nimero € > 0 y una funcion ¢ : [xg —e,x0 + €] = R continua y

con derivada continua tal que

{ ¢E )(:)y) T € [1g — €, 70 + €], (3.12)
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El teorema establece que dadas las condiciones (3.11) podemos resolver la ecuacién
f(z,y) = 0 para y en términos de z, esto es, y = ¢(x), en un intervalo alrededor de
xo. Sien (3.11) cambiamos a (0f/0x)(zo,yo) # 0, entonces tenemos condiciones para
resolver para x en términos de y.

Ejemplo 3.56. En el Ejemplo (3.54) tenemos con f(z,y) = ye¥ — = que:

of
hill — 1)e? -1
ay (l’, y) 00) (y + )e |(070) 7& Oa

por lo que existe una funcién y = ¢(z) con ¢(0) = 0 y tal que ¢(z)e?™ — 2 = 0 para
2 en un intervalo alrededor de cero. O

Aunque la funcién y = ¢(z) del teorema estda dada de forma implicita, podemos
utilizar la relacién (3.12) para aproximar a ¢. En particular veremos que es posible
utilizar (3.12) para calcular polinomios de Taylor de ¢ alrededor de x = xy del grado
deseado siempre que la f sea suficientemente diferenciable. Para esto note que si
diferenciamos f(x, ¢(x)) = 0 con respecto a z y despejamos para ¢'(z) tenemos que:

L(x,y)
" _ _ Oz
¢'(x) o y)

= fl (x7 y) |y:¢(x) :
y=¢(x)

Diferenciando ahora ¢'(x) = fi(x, ¢(x)) con respecto a x tenemos que:

@) = W o)+ T o) @)
Y
0 0
- [P+ a—];<x,y>fl<x,y>]y:¢(x) = o)y
De igual forma:
0 0
0"0) = | Lwn + Liwnito)] =B
Asi que si definimos
( 0
a—i(% Y) I
8f ’ -5
fula,y) = By V) (3.13)
Ofn_ Ofn_
)+ D ey L
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tenemos que:

O™ (o) = fulwo,y0), n > 1. (3.14)
donde usamos que ¢(zg) = yo. Usando éstas derivadas podemos ahora calcular el
polinomio de Taylor de grado a lo mas n para ¢ alrededor de x = zy:

m 6 (g
pn(r) = Z ¢ k:(! )(:B — x0)*.

k=0

Por el Teorema (4.3), tenemos que

é(z) = po(x) + términos proporcionales a (z — x)" .

Ejemplo 3.57. Consideramos nuevamente el problema de resolver la ecuacion ye¥ —
x = 0 para y en términos de x cerca del punto (0,0). Con f(z,y) = ye¥ — x tenemos
que:

1
x, = TN
fl( y) (y+1)ey
_ oyt
f2(zay) - (y+1)3€2y’
2y% + 8y + 9
fg(x,y) = W’ etC..

Evaluando en (0,0) obtenemos que:

¢0)=1, ¢"(0)=-2, ¢"(0)=9, etc.

Usando que ¢(0) = 0, podemos ahora escribir que:

3
o(x) = — 2 + 5:53 + términos proporcionales a z*.
U

El Teorema de la Funcién Implicita generaliza al contexto de sistemas de ecua-
ciones. Si f: D C R™ x R" — R™ es una funcién, entonces podemos preguntarnos
cuando es posible en la ecuacion:

f(x,5)=0, (X eD,

despejar para ¥ en términos de X. El resultado que garantiza ésto es similar al que
ya vimos reemplazando la condicién de una derivada parcial ser distinta de cero por
la de que una matriz sea no-singular?.

3En el enunciado del Teorema 3.58 utilizamos la notacién Dy fi (X,¥) para representar la derivada
o

y ’
de f(X,¥) con respecto a las variables del vector y¥. Note que Dyf(X,¥) es una matriz n x n.



3.8. EJERCICIOS 73

Teorema 3.58 (de la Funcién Implicita para sistemas). Sea D C R™XR"™ un conjunto
abierto, £ : D — R™ continua y con derivadas parciales continuas en D. Suponga que
(Xo0,¥0) € D es tal que

f(%, ¥o) = 0, Dyf()‘{’o, Yo) es no—singular. (3.15)

Entonces existe un nimero € > 0 y una funcion ¢ : D.(Xy) — R"™ continua y con
derivada continua tal que

#(Xo) = Yo.
El procedimiento que describimos antes para calcular polinomios de Taylor para la
funcion implicita, puede extenderse a este caso mas general. No obstante, debido a la

cantidad y complejidad de los computos simbdlicos envueltos en dicho procedimiento,
su uso practico puede ser un tanto limitado.

3.8 Ejercicios

Ejercicio 3.1. Evalie los siguientes limites:

. 2% + zy + 3 o ay(r+y)
a) lim c) lim ———>r
(zy)—=(-1,0) 22y — bry + y> + 1 (z.y)—(00) 22+ y
2 _ 4
bt SO0 O ot Y
(zy)=(2,0) Y (z,y)=(0,0) T + Y
Ejercicio 3.2. Calcule los siguientes limites:
a) lim  (e"cosy® — 1) . z?—1
,1,2 0,4/m,1 C lim s 2
(2,9,2)~ (0, /7,1) ) oo 2 Y7
. 1 — cos(zy) 9
b 1 — .
A d)  lim Y

(@)= (0.0) /22 + 12

Ejercicio 3.3. Considere el siguiente limite:

2
im L. 240

(z,y)—(0,0) T

Calcule el limite acercandose a (0,0) por rectas de la forma y = kx, k # 0, y a través
de la curva = y%. ;Qué puede concluir sobre el limite?
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Ejercicio 3.4. Determine si el siguiente limite existe o no:
. %y
lim ——.
(@9)—=0,0) T4 + y?
Justifique su contestaciéon. Ayuda: Calcule el limite acercdndose a (0,0) a través de
las curvas y = ka2

Ejercicio 3.5. Considere la funcion

a? + P
0,0
f(I,y) — xz +y2 ) (xhy) # ( )
0 ) (‘,I;7 y) = 07 0 Y
a) Calcule las derivadas parciales
0 0
Ve, L, w00
ox oy
b) Calcule las derivadas parciales
of af
5,00 5. (0.0

c¢) ;Puede usted concluir de los resultados en las partes (a) y (b) si la funcién es o
no diferenciable en (0,0)? Explique o justifique su contestacion.

Ejercicio 3.6. Para la funcién

ry
flo,y) =4 a2+ 493 (z,y) # (0,0),
0 ) (xuy): 0,07

halle 9£(0,0).

1/3,,1/3

Ejercicio 3.7. Para la funcién f(z,y) = z'/?y"/* verifique que (0f/0x)(0, y) no existe

siy # 0y que (0f/0y)(x,0) no existe si x # 0.
Ejercicio 3.8. Para F(x,y,2) = 223y + 22? + y*2° — Txyz, halle F,, F,, F,.

Ejercicio 3.9. Halle una ecuacién para el plano tangente a la grafica de f(x,y) =
6 — 322 — 4% en el punto (1,2, —1).

Ejercicio 3.10. Considere la funcién f(x,y) = /1 — 22 — y2.
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a) Halle una ecuacién para el plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto

(1/2,1/2,/2/2).

b) Verifique que el plano tangente calculado en la primera parte es ortogonal al vector
con punto terminal (1/2,1/2,1/2/2).

Ejercicio 3.11. Halle ecuaciones para los planos tangentes a la superficie z = 2% —

6x + v v que sean paralelos al plano 4z — 12y + 2 = 7.

Ejercicio 3.12. Calcule la derivada para la funcién f(z, y, 2) = (zyz, /2% + 42 + 22).

Ejercicio 3.13. Sean f: R - R" g : R" - R" y a : R" — R funciones
diferenciables. Verifique las siguientes identidades:

- =

a) D [(af)(i)} = f(X)Va(X) + a(X)DE(X).

b) V |F(%)- &(%)| = gX)'DI(R) + f(%)'DE(X).

i 1 —
o || = [1- e %20
(o 1o A S

Recuerde que X, f(X) y g(X) son vectores columnas mientras que los gradientes son
siempre vectores fila, lo que tiene como consecuencia entre otras que el término
f(X)Va(X) sea una matriz n x n. I es la matriz identidad n x n.

Ejercicio 3.14. Usando la regla de la cadena halle:
a) 0z/0u y 0z/0v si z = sen(zy) — y*cos(x), v = v?v, y = 1/v.
b) Ow/Ou y Ow/dv si w = x* + ysen (yz), . = u? + v?, y = uv, 2 = u? — v2

Ejercicio 3.15. Sean h(r,s) = (2r + 3s)%, w(r,s) = (r — 5s)? y f(u,v) una funcién
diferenciable. Defina

g(?“, S) = f(h(?“, S), 'LU(’I“, S))

Dado que
of of
—(25,16) = —4, —=—(25,16) =12
L5,16) = 4 s 16) =12,
use la regla de la cadena para calcular
9y 9y
—(1,1 —(1,1).
07“( 1) 08( 1)
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Ejercicio 3.16. Sean f(x,y), u(r,s), v(r, s) funciones diferenciables. Suponga que
u(2,3) = -2, v(2,3) =1, que

ou ou ov ov
5(27 3) - 57 g(Qu 3) - _107 5(27 3) - 47 $(27 3) - 97
¥y que
of _ of _
(2D =6 G(-21)=12

Defina g(r,s) = f(u(r,s),v(r,s)). Calcule %(2, 3).

-,

Ejercicio 3.17. Halle D(g o f)(1,1) donde

f(o.y) = (ry.2 +y,2/y),  Elu,v,w) = (wow,u+v+w).
Ejercicio 3.18. Sea f : R® — R2 una funcién diferenciable tal que f(1, —1,3) = (2, 5),
y

Df(1,—1,3) = H _(1) (”

Suponga que g : R? — R? estd definida por g(x,y) = (2zy,3z — y + 5). Calcule

D(go f)(1, 1,3).
Ejercicio 3.19. Sea f(r,0) una funcién diferenciable y defina f(z,y) por:

~ ~

fxy) = f(7(x,y),0(z,y)),
donde #(x,y), 6(x, y) estan dadas por (1.21). Verifique que

[a? i f]

82f
522 a2 -

=

1 o°f 1 0f
(T79)+§w(7¥‘9)+;5(ﬁ‘9)-

(r cos 6,rsen )

Ejercicio 3.20. Halle la derivada direccional de:

a) f(r,y) =e® — 2%y en el punto (1,2) en la direccién de d = 212 + 3.

b) f(z,y) =4 — 2%+ 3y* + y en el punto (—1,0) en la direccién de & = —z + 3.
¢) f(z,y,2) =1/(x* + y*>+ 2?) en el punto (—1,0,2) en la direccién z — 3 — k.
Ejercicio 3.21. Halle un vector v # 0, tal que la derivada direccional de

22 — g2

floy) =573 vt

en el punto (1, 1) en la direccién de V, sea cero, i.e., Df((1,1),V) =0,
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Ejercicio 3.22. Verifique que para la funcién:

2

ry
fay) =4 Zrg @ @V7F00,
0, (z,y9)=(0,0),

la derivada direccional D f((0,0), (v, v2)) esta dada por:

Df((0,0), (Ul,UQ)) = { z_(?) ) 21 7:8,

para cualquier (vy,v9) tal que v? + v3 = 1.

Ejercicio 3.23. La figura que se muestra a continuacién muestra el diagrama de
contornos de una cierta funciéon z = f(z,y). En la misma figura, dibuje V f(xq, yo)
para (zg,vo) = (—1,—1.5), (1, —1.5),(0,1). Trace las flechas del mismo largo todas.

iLo importante es la direccion!

K
.013333°

.0.044444

Ejercicio 3.24. Halle una ecuacion para el plano tangente a la superficie:
a) 22 —y*> — 2% =1 en el punto (3, -2, 2).
b) 2xz +yz — 2%y + 10 = 0 en el punto (1, —5,5).

c) xe¥* —2y = —1 en el punto (1, 1,0).
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Ejercicio 3.25. Halle el o los puntos de la superficie 2® — 2y? + 22 = 27 donde el
plano tangente a ésta sea perpendicular a larecta . = 3t —5, y = 2t+7, 2 = 1 —/2t.

Ejercicio 3.26. Halle las ecuaciones paramétricas para la recta perpendicular a la
superficie €™ + e — 2e¥* = () en el punto (—1,—1,—1).

Ejercicio 3.27. Para la funcién f(z,y) = 22ye”t” halle todas las derivadas parciales
(iteradas) de orden dos, esto es: fiu, foy, fyy-

Bf
oy20z’

Ejercicio 3.28. Para la funcién f(z,y, z) = cos(zy)e®™? halle

Ejercicio 3.29. Dado que f(z,y, z) = 2%yz + xy® + zyz?, halle f,,, f,..

Ejercicio 3.30. Suponga que f(x,y) y g(u,v) son funciones con derivadas parciales
de orden dos continuas y que f(z,y) = g(u(z,y),v(x,y)) donde:

u(,y) =2 +4%, wv(zy) =2* -y
Verifique que:

1 of
4xy Oxdy

(2.9) = 29 (e ) 02 9) — 2wl 9), ol ).

Ejercicio 3.31. Sea f es una funcién con derivadas de orden dos continuas, ¢ € R,
y defina u(x,t) = f(x — ct). Verifique que

0? 0?

S ()

ot? Ox?

Ejercicio 3.32. Usando el Teorema de la Funcion Implicita, verifique que la ecuacién
z+y’—y=0,

puede despejarse para y en términos de x cerca del punto (0, —1). Halle el polinomio
de Taylor de grado tres que aproxima a la funcion implicita cerca del punto z = 0.

Ejercicio 3.33. Suponga que f(x,u(z)) = 0 para toda x € R donde f(z,y) y u(z)
son funciones diferenciables. Suponga ademds que f(1,2) =0, u(1) =2, y que

of _ aof

- (1,2) = 7.

Calcule u/'(1).
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Ejercicio 3.34. La ecuacién
ysin(y) —z =0,

tiene el punto (zg,yo) = (%, %) como una solucion.

a) Verifique que la ecuacién se puede resolver para y en términos de x cerca del punto
(x0,Y0)- ¢ Qué condiciones satisface la funcién implicita?

b) Halle el polinomio de Taylor alrededor de = = zy de grado dos que aproxima a la
funcién implicita.

Ejercicio 3.35. La ecuacién
sin(zy) 4 cos(zxy) — 1 =0,
tiene el punto (o, o) = (1, §) como una solucion.

a) Verifique que la ecuacién se puede resolver para x en términos de y cerca del punto
(zo,Yo0). ;Qué condiciones satisface la funcién implicita? Ayuda: Note que es “x
en términos de y”. ;Cudl es la condicién que garantiza que exista una funcion de
x en términos de y en este caso?

b) Halle el polinomio de Taylor de grado dos que aproxima a la funcién implicita.
Ayuda: Si va a utilizar las formulas (3.13), tiene que modificarlas para el caso de
“r en términos de y”.
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Capitulo 4

Optimizacion Nolineal

El problema de buscar méaximos o minimos de funciones con o sin restricciones es uno
de los mas fundamentales en la matematica y de gran importancia practica. En este
capitulo estudiamos los teoremas basicos sobre optimizacion de funciones de varias
variables. En el caso de optimizacion sin restricciones, generalizaremos los criterios de
la primera y segunda derivadas del calculo de funciones de una variable. Estudiaremos
también problemas con restricciones donde los llamados multiplicadores de Lagrange
surgen como variables adicionales naturales correspondientes a dichas restricciones.

4.1 Teorema de Taylor

SiUCR"y f:U — R es una funcién (campo escalar) continua, entonces podria
ser de interés encontrar el valor maximo o minimo de f sobre U. Este problema tal
como planteado puede no tener solucion.

Ejemplo 4.1. Para f(z) =1,
i) si U = (0, 00), entonces f no tiene valor maximo o minimo sobre U.

ii) Si U = (0, 1], entonces f no tiene valor maximo pero si tiene valor minimo sobre

U.
iii) Si U = [1,00), entonces f tiene valor méximo, pero no tiene minimo sobre U.

iv) Si U = [a,b], donde 0 < a < b < o0, entonces f tiene valor maximo y valor
minimo sobre U.

O

81
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Veamos como podemos generalizar el ultimo caso del ejemplo anterior a funciones
de n variables. El resultado mas basico sobre la existencia de maximos y minimos
para funciones multivariables es el siguiente (cf. Definicién 3.1):

Teorema 4.2. Sea U C R™ un conjunto cerrado y acotado, y f : U — R una funcion
continua sobre U. Entonces existen X,,X* € U tal que

f(Xi) =min f(X), f(X") = max f(X).

XeU XeU

El teorema anterior nos da condiciones bajo las cuales los valores maximo y minimo
de una funcién existen. La pregunta que naturalmente sigue ahora es, ;cémo podemos
obtener o calcular estos valores méaximos y minimos de la funcién? En particular, ;qué
condiciones, necesarias y/o suficientes, debe satisfacer un vector X, cualquiera para
que éste sea un maximo o un minimo? La herramienta fundamental de analisis para
poder contestar estas preguntas es el Teorema de Taylor. Una de las consecuencias
mas importantes de este teorema es que en una vecindad de un méaximo o minimo
(relativo), toda funcién suficientemente diferenciable se puede aproximar muy bien
por medio de una funcién cuadratica. Por tal razon la mayor parte de la teoria de
optimizacién se desarrolla para el caso cuadratico. Antes de entrar de lleno al Teorema
de Taylor multi—variables, vamos a repasar el resultado correspondiente para funciones
de una variable.

Teorema 4.3 (de Taylor—una variable). Sea f : (a,0) = R, f € C"(a,b), y zog €
(a,b). Entonces

n O (g |
f(z) = Z fi()(x — 20)" + R (x, x0),

7!

donde"
lim Ln(aj,xo) =
z—zo (X — xo)"

Si ademds ™Y existe, entonces

Ry (x,m0) = T——<7

donde & estd entre x y xg.

}(%n(w#ﬂ)())
T—x0)"
Ry (z,20) = o((x — z)™) seglin & — xo.

'La condicién de que limg s, = 0 se escribe o se representa utilizando la notacién
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Este resultado se puede extender a funciones de varias variables pero la notacion
es un tanto complicada. Vamos a suponer que f : R™ — R y que X,X; € R™.
Introducimos la funcién auxiliar

g(t) = f(Xo+t(X—Xo)), teR.

Note que g : R - R y que g € C"(R) si f € C"(R™). Podemos entonces analizar la
funcién g alrededor de ¢t = 0 con el Teorema de Taylor para funciones de una variable,
esto es:

9(1) = 9(0) + ¢/(0) + 5 4"(0) -+ 1 g™ (0) + Ra(1,0).

Pero g(1> = f(i>7 g(O) = f(i0)7 Yy

9/(0) = 6f(io)(f‘f - fo)a
g"0) = (X—%)Tf"(X)(X— %), etc..

La matriz f”(X,) se llama la Hessiana de f y se denota usualmente por Hy(Xy), y
esta dada por:

82f — 82f = 82f N
@(XO) O30 (Xo) -+ W(XO)
O (% Xr (% . 2r (g
Hp(%o) = f"(%o) = a”“%( o) () iz (X0)
an. ) 62f. ) . 62f.—»
0r10Tm (XO) 0r20Tm (XO) e m(xo)

Tenemos ahora el Teorema de Taylor hasta términos de orden dos para funciones de
R™ a R.

Teorema 4.4 (de Taylor para funciones multivariables). Sea f € C1(R™) y X, X, €
R™. Entonces .

f(X) = f(Xo) + Vf(X0)(X — Xo) + R1(X, Xo),
donde B35
lim LLEXL_
=% ||X — Xo|

Si ademds ﬁf es diferenciable, entonces
1
Ry (R, %) = / (1 — )(% — %o)TH; (%o + (X — %)) (% — %o) .
0
En el caso en que f € C*(R™) tenemos que

f(X) = f(Xo) + 6f(fo)(32 — Xo) + = (X — o) Hy(X0)(X — %o) + Ra(X, %),
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donde B2 %
lim | E(Xaﬁxoﬂ _
X=X ||X — X()H2

Si ademas f" es diferenciable, entonces

m

Ry(%,%o) = Y (i —w03)(w; — wo)(wk — Tok) X

1,5,k=1

/1 1-t)? &f

5 8xlaxjaxk (X() + t(X — XO)) dt.

Ejemplo 4.5. Considere la funcién

22 — g2

f(%y):m-

Queremos buscar las expansiones de Taylor de primero y segundo orden alrededor del
punto (1,2). Para esto note que

Vo) = o Wy =0

D7 Y (22 + 422" Oy Y (22 + y?)?’
1 4y (y* = 32%)  Say(2® )

Hf(x7y> - m ( Sxy(;(ﬂ _ y2> —4:(:2(1’2 — 3y2) .

En el punto (1,2) estas derivadas reducen a:

of 16 of 8 1 16 —48
—(1,2)=—, —(1,2)=——, H¢1,2)=— .
e V=5 gy =gy HiLD) =15 < —48 44)

Como f(1,2) = —3/5, tenemos ahora que la expancién alrededor de (1,2) hasta

términos de orden uno esta dada por:

f(l',y) = f(l,Q)—}—ﬁf(l,Q)(:L’—1,y—2)t—|—R1((ZL’,y),(1,2)),
3 16 8

— —g + %(ZL' — 1) — 2—5('3/ - 2) + Rl((xay)’ (1>2))a

donde
[Ri((z,y), (1,2))]

1m =
@y)=12) \/(z —1)2 + (y — 2)2

La expansién hasta términos de orden dos esta dada por:

3 16 8

flz,y) = —34'%(95—1)—2—5(?/—2)
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%(x — 1,y —2)H(1,2)(x — 1,y — 2)" + Ra((2, ), (1,2)),

3 16 8
= Z4h (-1 - —(y—2

b (8 — 1) — 480 — )y — 2) + 220y — 2?)
_|_R2<<SL’, y>7 (17 2))7
donde

(@y)—1,2) (z —1)2 + (y — 2)2

4.2 Maximos y Minimos

Sea f: U C R™ — R. Decimos que Xy € U es un minimo local o relativo de f si
existe un € > 0 tal que

f(Xo) < f(X), VXeUND.(X)
El punto Xy € U es un minimo global de f si
[Xo) < f(X), VxeUl.

En forma similar se definen maximos locales y globales.

4.2.1 Optimizacion sin restricciones

Un punto Xy € U se llama punto interior de U si existe un € > 0 tal que D.(X) C U.
Para los maximos 6 minimos de f que ocurren en puntos interiores, tenemos una
caracterizacion relativamente simple que generaliza el resultado correspondiente para
funciones de una variable.

Teorema 4.6 (Condiciones Necesarias de Primer Orden). Sea f : U C R™ — R

diferenciable y Xy € U un punto interior de U que es un mdximo ¢ minimo relativo
de f. Entonces V f(Xy) = 0.

Demostracion: Consideramos el caso de un minimo relativo. Para cualquier he R™,
como X, es punto interior de U, la funcién g(t) = f(X, + th) estd definida para
t € [0, 0] para algiin 6 > 0. Note que g tiene un minimo relativo en t = 0 ya que X,
es un minimo relativo de f. De aqui que ¢’(0) = 0. Pero ¢'(0) = ﬁf(io) ', ie.,

—

Vf(%)-h=0, VheR",



86 CAPITULO 4. OPTIMIZACION NOLINEAL

lo que implica que ﬁf(io) = 0. O

Definicién 4.7. Los puntos interiores %y € U donde Vf(X,) = 0 se llaman puntos
criticos.

En resumen, los maximos ¢ minimos de f que ocurren en el interior de U (la
totalidad de puntos interiores de U), son puntos criticos.

Ejemplo 4.8. Para la funcién

1
.2 2
f(:t,y)—l’ +y +x2y27

tenemos que

of _, 2 o _, P

= 2x — , = :
Ox »y? Oy Y x?y3

Los puntos criticos son entonces las soluciones del siguiente sistema:

2
225—? = 0,
-y
2

Note que xy # 0. Si multiplicamos la primera ecuacién por z3y? y la segunda por
2293 tenemos el sistema equivalente

2?2 -1 = 0,
?yt—1 = 0,
cuyas soluciones se obtienen ahora por eliminacién y estdn dadas por: (1,1), (1, —1),

(—=1,1), (=1,—1). Al momento no podemos decidir si estos puntos son méaximos, 6
minimos, 6 ninguno. O

Ejemplo 4.9. Para la funcién
fla,y) =2’ — 62° — 5y,

tenemos que

Tenemos pues que V f(z,y) = 0 si (z,y) = (0,0) 6 (z,y) = (4,0). O
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Condiciones suficientes de segundo orden

El resultado del Teorema (4.6) nos da una condicién necesaria para un maximo 6
minimo local. Pasamos ahora a estudiar condiciones suficientes para que un punto
que cumpla con las condiciones necesarias, sea un maximo 6 minimo local. Para esto
necesitamos el siguiente concepto de algebra lineal. Una matriz A de tamano m x m
y simétrica, es positiva definida si

TAX >0, VX#0.

(De igual forma se define negativa definida.) Decimos que A € C es un valor propio de
A si existe un vector X # 0 (vector propio correspondiente a \) tal que AX = AX. Si A

es simétrica entonces sus valores propios son reales. Las submatrices { Ay, As, ..., A}
de A = (ay) dadas por,

Ai:(akl) ) k7l:1a"'aia 1§Z§ma
se llaman las submatrices principales de A. Tenemos ahora el siguiente resultado.

Proposicién 4.10. Sea A una matriz simétrica m x m. Entonces las siguientes son
equivalentes:

i) A es positiva definida.
ii) Los valores propios de A son todos positivos.
iii) Los determinantes de todas las submatrices principales de A son positivos.

Demostracion: Presentamos una demostracion de éste resultado para el caso m = 2.
Poniendo
a b
A= )
b ¢

tenemos que si A es positiva definida, entonces:
az® + 2bzy +cy* >0, VY (z,y) # (0,0).
En particular, tomando y # 0 e igualando u = z/y, tenemos que
ap? +2bp+c¢ >0, Vp.
Esto implica que a > 0 y que el discriminante de la cuadratica en p de arriba es

negativo, i.e.,
a>0, b —ac<0, (4.1)



88 CAPITULO 4. OPTIMIZACION NOLINEAL

lo que es exactamente (iii). Asi que tenemos que (i) implica (iii). De hecho todos los
pasos en la demostracion de arriba son reversibles por lo que (i) y (iii) son equivalentes.

Suponemos ahora que (iii) es cierta, esto es que (4.1) se cumple. Note que esto
implica también que ¢ > 0. Si A, Ay son los valores propios de A, entonces

A=X)A=X2) = A2 — (a + )\ + ac — b?,
de donde obtenemos que
)\1+)\2:CL+C, )\1)\2:ac—b2.

De la segunda de estas ecuaciones y la segunda desigualdad en (4.1) tenemos que Aq, A
tienen el mismos signo. Como la suma es a + ¢ que es positivo, entonces \j, Ay > 0,
i.e., (ii) se cumple. De igual forma, todos los pasos de este argumento son reversibles
por lo que (ii) y (iii) son equivalentes. O

Para matrices negativas definidas, los valores propios son todos negativos y los
determinantes de las submatrices principales de A alternan en signo con el primero
de ellos negativo. Podemos ahora presentar las condiciones suficientes para maximos
6 minimos locales.

Teorema 4.11 (Condiciones Suficientes de Segundo Orden). Sea f : U C R™ — R
una funcion C? y Xy un punto interior de U tal que V f(Xo) = 0 y con H¢(X) positiva
definida. Entonces Xy es un minimo local de f.

Demostracién: Como f € C%(R™), tenemos por el Teorema 4.4 que

1

f(X) = f(Xo) + ﬁf()_fo)()z —Xo) + 2()2 — Xo) " Hy (%) (X — Xo) + Ra(X, Xo),

donde o
i 12RO
=% ||X — Xol|?

Definimos la funcion auxiliar h por
Wy) =y H;(X0)y, |I¥ll=1

Como h es continua y el conjunto {y € R™ : ||y|| = 1} es cerrado y acotado, tenemos
por el Teorema 4.2, que h tiene un valor minimo para algun ¥, con ||¥.|| = 1. Sea
¢ = h(¥.). Como H(Xy) es positiva definida y y. # 0, entonces ¢ > 0. Usando que
v f(Xo) = 0 en la expansion de arriba del Teorema de Taylor, podemos escribir que

fR) ~ f(Zo)  _ 1<i—>zo )TH(Q X% | R(E %)

— — - S — X — — — —
X — X2 2\[x=%[/) 0)||X—Xo|| X — X2
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1 RyR%
> —c+ —?(7—»0)27
20 X=Xl

— — R X.X ’ — — — .
para X # Xg. Como ‘| ;ﬁ’;{’;ﬁg L0 segin X — Xy, podemos tomar X suficientemente

cerca de Xy y con X # Xg, de modo que

|Ry(X,X0)| 1

X —X[> 4
Usando esto en la desigualdad anterior obtenemos que

X) — f(X 1 1 1
FR &) S L1 L
|X — Xo]|? 2 4 4
para X suficientemente cerca de Xy y con X # Xp. Podemos entonces concluir que
f(X) > f(Xo) para X suficientemente cerca de Xy, es decir, f tiene un minimo relativo

en X. O

Combinado este resultado con el de la Proposicién (4.10) tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 4.12 (Caso especial m = 2). Sea f : U C R*> — R una funcién C? y
(xo,Y0) un punto interior de U tal que

U %(xmyo) =0= %(Io,yo),
.. 2
7'7') %(x%y()) > O;
2
2 2 2
i) %(Ioayo)gjg(%,yo) - [aam—afy(xoayo)] > 0.

Entonces (xg,yo) es un minimo local de f. Si en (i) tenemos menor de cero, entonces
(x0,y0) es un mdzimo local. Si en (iii) tenemos menor de cero (independiente del
signo de (ii)), entonces (zo,yo) no es mdzximo ¢ minimo y se le llama en este caso
punto silla de caballo. Si en (iii) tenemos igual a cero, la prueba es inconclusa en
este caso.

Ejemplo 4.13. Para la funcién del Ejemplo (4.8) tenemos que

0% f 6 02 f 6 02 f 4
Ox? * xhy? - oy? + 22yt Oxdy  adyd
De aqui que:
92 f O f O f 2 12 12 20
ZJ A — = 4 0.
Ox? (l’, y) ayQ (flf, y) |:azay (l’, y):| + 1'4'3/2 + 113'2'3/4 + l'6y6 >
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De acuerdo al Corolario (4.12), todos los puntos criticos (1,1), (1,—1), (—1,1),
(—1,—1) son minimos relativos. De hecho se puede argumentar que son minimos

globales. (Vea el Ejemplo 4.23.) O
Ejemplo 4.14. Volviendo al Ejemplo (4.9) tenemos que

0 f 0% f 0 f

T e —12, 2L =10 -

Bzz T Y By " Bady

De aqui que H(0,0) es negativa definida por lo que (0,0) es un méximo relativo,
mientras que H (4, 0) es indefinida por lo que (4, 0) es un punto tipo silla de caballo.
U

4.2.2 Funciones convexas

Las condiciones suficientes de segundo orden presentadas en la Seccion 4.2.1 y las
que veremos en la Seccion 4.2.3, cuando aplican, lo que producen como resultado son
minimos o maximos relativos. En muchos casos es posible concluir que estos minimos
o maximos relativos son de hecho minimos o méaximos globales. Este es el caso
cuando la funcién que se minimiza o maximiza es convexa (céncava). Primeramente
examinamos el concepto de conjunto convexo.

Definicién 4.15. Un conjunto U C R™ es convezo si para todo X, ¥ € U y t € [0, 1],
tenemos que tX+ (1 —t)y € U.

Note que la expresion tX + (1 — t)¥ con t € [0,1] en la definicién, representa el
segmento de linea que une los puntos X y ¥. Asi que el conjunto U es convexo si el
segmento de linea que une a cualesquiera dos puntos en U, pertenece también a U.

Ejemplo 4.16. De la Figura 4.1a, podemos ver que el conjunto
U={(z,y) : 2> +y° <4},
es convexo, pero V = {(z,y) : 1 < 2* + y* < 4} no es convexo (Figura 4.1b). O
Ahora podemos definir lo que es una funcién convexa.

Definicién 4.17. Una funcion f : U — R, donde U C R" es convexo, se llama o se
dice que es conveza si para todo X,y € U y t € [0, 1] tenemos que

fEX+ (1 =1)y) <tf(X) + (1 =) f(Y)

Si la desigualdad anterior es estricta (“<” en lugar de “<”) para todo X,y € U y t €
(0,1), entonces se dice que la funcién es estrictamente conveza. Si las desigualdades
“<” y “<” se cambian por “>" y “>” en la definicién anterior, entonces la funcion
se dice que es concava o estrictamente concava respectivamente.
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(a) Conjunto convexo (b) Conjunto no convexo

Figura 4.1: Ejemplo de un conjunto convexo U y otro no—convexo V.

(a) Funcién convexa (b) Funcién convexa y diferenciable

Figura 4.2: El concepto geométrico de funcién convexa y su caracterizacién cuando
la funcién es diferenciable.

En la Definicién 4.17, la expresién tf(X) + (1 —t) f(¥) para t € [0, 1], representa
el segmento de linea que une los puntos (X, f(X)) y (¥, f(¥)) de la grafica de f. Asi
que la funciéon f es convexa si este segmento de linea esta sobre la grafica de f para
cualesquiera X,y € U. (Vea la Figura 4.2a.)

Una consecuencia importante de la propiedad convexidad es que si una funcion
convexa tiene un minimo relativo, este minimo tiene que ser global.

Proposicién 4.18. Sea f : U = R, donde U C R" es convexo, una funcion convexa.
Suponga X* € U es un minimo relativo. Entonces X* es un minimo global de f.

Demostracion: Suponga que la conclusion no es cierta. Entonces existe un vector
Z € U tal que f(Z) < f(X*). Como X* es un minimo relativo, entonces f(X*) <
f(X*+t*(Z — X*)) para t* € [0, 1] suficientemente pequeno. Pero, como f es convexa
y f(Z) < f(X*), tenemos que

fX+t(Z—-X")) = f(t"Z+ (1 —1t")X"),
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< Uf(@) + (1= 1)f(X),
< X))+ (A=) f(X) = f(X).

Asi que
fX) < fla"+ (2 -X7)) < f(X),

es decir f(X*) < f(X*) lo cual es una contradiccién. Tenemos entonces que X* tiene
que ser un minimo global para f. O

Comentario 4.19. Un resultado similar aplica a funciones céncavas, esto es, si f :
U — R, donde U C R" es convexo, es una funcién céncava, entonces cualquier
maximo relativo de f es también un méximo global.

Cuando una funcién f es C'(U), entonces la convexidad es equivalente a que la
grafica de f esta siempre sobre la grafica del hiper—plano tangente a f, para cualquier
punto de la grafica de f. (Vea la Figura 4.2b.)

Proposicion 4.20. Sea f : U — R, donde U C R"™ es convero y suponga que
f e CYU). Entonces [ es convexa sobre U si y solo si

—

f¥) 2 fX) + VX -y —X),
para todo X,y € U.

La demostracion de este resultado, asi como los otros dos siguientes, aparecen
en la mayoria de los textos de la teoria de optimizacién como por ejemplo en el
libro de Luenberger (1984). Cuando la funcién f es C?(U), es posible determinar la
convexidad de f utilizando su hessiana.

Proposicion 4.21. Sea f : U — R, donde U C R"™ es convero y suponga que
f e C*U). Sif es convexa, entonces Hy(X) (la hessiana de f) es positiva semi-
definida para toda X € U.

El converso de este resultado no es cierto en general. No obstante si requerimos la
condicién mas estricta de que la hessiana sea positiva definida, entonces obtenemos
la convexidad de la funcion.

Proposicion 4.22. Sea f : U — R, donde U C R" es convexo. Suponga que f €
C*(U) y que H;(X) es positiva definida para toda X € U. Entonces [ es estrictamente
convexa sobre U
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Ejemplo 4.23. De los Ejemplos 4.8 y 4.13 tenemos que la funcién

1
2 2
W) =2y s,
f(z,y) vt e

tiene minimos relativos en (1,1), (1,—1), (=1, 1), (=1, —1), todos correspondientes al
valor de 3 para f. El dominio de esta funcién se puede escribir como C;UC,UC3UCY,
donde C; corresponde al cuadrante ¢ sin incluir los ejes de coordenadas. Por ejemplo

Cr={(z,y) : x,y >0}, etc

Aunque el dominio de f no es convexo, cada C; lo es. De los computos en el Ejemplo
4.13, tenemos que la hessiana de f es positiva definida en todo su dominio. En
particular es positiva definida en cada C; y utilizando la Proposicion 4.22, tenemos
que la restriccion de f a cada C; es convexa. La Proposicion 4.18 implica ahora que
cada minimo relativo es un minimo global en el C; correspondiente. Como f asume
el mismo valor en todos los puntos criticos, todos estos puntos son minimos globales.

O

4.2.3 Optimizacién con restricciones

Consideramos ahora el problema de
min f(X
min f(X), )
sujeto g(X) = 0,
donde f: U CR™ - R, g: U C R™ — R” son funciones continuas, n < m, y U es
un conjunto abierto. Note que

sz{ieU;g@=6}
es en general una superficie en R™ y el problema de arriba es equivalente a

min f(X).

%S
Escrito de esta forma el problema parece igual al de la seccién anterior pero la difi-
cultad es que S al ser una superficie en R™, entonces no tiene puntos interiores en
R™. De modo que los criterios de la seccién anterior no aplican. La clave en derivar
condiciones necesarias y suficientes en este caso estd en considerar curvas sobre S.
Esto es, o : [a,b] = R™ es una curva en S si o(t) € U para toda t y si

g(a(t) =0, t¢clab]
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Escribimos en forma corta o € S. Para cualquier X, € S, consideramos curvas
o :[—0,0] - R™en S tal que o(0) = Xo, para algun 6 > 0. Usando el Teorema (3.58)
de la Funcién Implicita se puede justificar la existencia de dichas curvas. Tenemos
ahora:

Teorema 4.24 (Condiciones Necesarias con Restricciones). Sean f, g como arriba,
funciones C* y Xy un minimo relativo de f sobre S tal que Dg(Xy) tiene rango mdximo
(filas linealmente independientes). Entonces existe un vector A € R™ (multiplicadores
de Lagrange) tal que

Vf(%) = A'Dg(%o), (42)
o en forma expandida
V(%) = Z AV gi(o). (4.3)
k=1
Demostracion: Sea o : [—0,0] — R™ una curva suave en S tal que o(0) = X,.

Entonces g(s) = f(o(s)) tiene un minimo relativo en s = 0. Por lo tanto
0=g'(0) = V(%) &(0). (4.4)
Esto demuestra que v f(Xo) es perpendicular a todos los elementos del conjunto
Py, ={yeR™"|F o:[-0,| > R™", €S, o(0)=%X, o'(0)=y}.
Veamos ahora que Pz, = M donde
M = {y € R" | Dg(%,)y = 0.

Siy € P, entonces existe o € S tal que o'(0) = y. Diferenciando g( o (s)) = 0 con
respecto a s y poniendo s = 0, obtenemos que Dg(Xy)y = 0, i.e., ¥ € M.

Por el contrario, suponga que ¥ € M. Tenemos que construir una curva o € S tal

que o(0) ==X,, o'(0) = ¥. Para esto considere la funcién auxiliar h : R x R — R"
dada por

=X

(d,s) = g(Xy + sy + Dg(Xy)"d).
Note que H(G, 0) = (%) =0, y que
Dgh(0,0) = Dg(%) DE(Xo)",

que es una matriz n X n nosingular ya que Dg(Xy) tiene rango méaximo n. El Teorema
de la Funcién Implicita (Teorema 3.58) nos da ahora que existe una funcién p :
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[—0,6] — R, C" tal que p(0) =0y con h( p(s),s) = 0. Diferenciando ésta tltima
expresion con respecto a s y poniendo s = 0 obtenemos que

Dg(%))¥ + Dg(%0)Dg(%o)" 1'(0) = 0.
Pero como ¥ € M, entonces Dg(X,)¥ = 0, y como Dg(X,)Dg(X,)" es nosingular,
podemos concluir que p/(0) = 0. Tenemos pues que la curva o : [—d,d] — R™
definida por

o(s) = %o + sy + Dg(Xo)" u(s),

es una curva en S con o(0) =X,, o'(0) =y, ie, ¥ € Pg,.

Finalmente, como Py, = M, y como M = Rango(Dg(X,)")*, la ecuacién (4.4)
implica que Vf(X)! € Rango(Dg(X,)!), i.e., existe A € R de modo que (4.2) se
cumple. O

El resultado del teorema es el mismo para un méaximo relativo. Note que las
condiciones del teorema las podemos escribir (eliminando el subscrito de la Xj) como

S R
{ VIE) = XDgR). (4.5)
gx) = 0,

lo cual es un sistema nolineal de n + m ecuaciones en n 4+ m desconocidas cuyas
soluciones llamamos puntos criticos. Estas ecuaciones también se pueden ver como las
condiciones necesarias de primer orden para un 6ptimo del problema sin restricciones
para la funcion

L(x, A) = f(X) — A-g(x). (4.6)
La funcién L se conoce como el Lagrangiano y las condiciones (4.5) son un caso
especial de las llamadas condiciones de Kuhn—Tucker.

Ejemplo 4.25. Considere el problema
.9 2
min(z” +y°),
sujeto y—x —1=0.
Este problema se puede resolver eliminando una de las dos variables usando la re-
striccion, y luego optimizando la funcién de una variable que resulta. Para ilustrar el
uso de las condiciones necesarias de primer orden, procedemos a resolver el problema
sin eliminar ninguna variable. Note que con f(z,y) = 2>+ vy y g(z,y) =y — v — 1,
tenemos que
Vf=(2x2y), Vg=(-1,1).
Asf que (4.5) reduce en este caso a:
20+ XA = 0,
2u— X = 0,
y—x—1 = 0.
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Sumando las primeras dos ecuaciones obtenemos el sistema

20 +2y = 0,
—r+y = 1a

cuya solucién es x = —1/2, y = 1/2. Sustituyendo en 2z + A\ = 0, obtenemos que
A= 1 U

Ejemplo 4.26. Considere el problema
min(a? - y?)
sujeto 22 +y? = 1.
Tenemos con f(z,y) = 2> —y?, v g(z,y) = 2* +y* — 1 que
Vf= (2x, —2y), Vg = (2, 2y).

Las ecuaciones (4.5) reducen ahora a

(I-=XNz = 0,
(1+Ny = 0,
2?4+ = 1

Six#0,entonces A\ =1,y =0,y x =21 Siy+#0, entonces A\ = -1, z =0, y
y = £1. Asi que los puntos criticos (z,y, A) son

(1,0,1), (-=1,0,1), (0,1,—1), (0,—1,—1).

Ejemplo 4.27. Considere el problema

r&n(:c + 2),

sujeto 22 +y? + 22 =1.
Con f(z,y,2) =x+ 2,y g(x,y,2) = 2° + y*> + 2 — 1 tenemos que
Vf=(1,0,1), Vg=(2z,2y,22).

Ahora (4.5) reduce a:

1—2zA = 0,
—2y\ 0,
1—2z\2 = 0,
2?2+ 4+ 22 = L
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Note que A # 0. Asi que y =0, y x = z = 1/2\. Sustituyendo en la ultima ecuacién

tenemos que
1)’ 1\’
2
— ) =1
(2)\) 0 <2)\) ’

cuyas soluciones son A = #1/4/2. Los puntos criticos (z,y,2,A) quedan entonces
como

U

Ejemplo 4.28. El problema de maximizar el volumen de una caja con una superficie
de 10 metros cuadrados es equivalente a

max ryYz,
z,y,2>0

sujeto xy +xz +yz = O.
Tenemos con f(x,y,z) = xyzy g(x,y,z) = xy + xz + yz — 5, que
Vf=(yzezy), Vo=(y+zr+z1+Yy)

Las ecuaciones (4.5) son ahora equivalentes a

yz—My+z2) = 0,
rz—Nz+z2) = 0,
ry—ANzx+y) = 0,
Ty +xz+yz = 5.

Sumando las primeras tres ecuaciones y usando la cuarta, obtenemos que
5—2\z+y+2) =0,

de donde sigue que A\ # 0. Tenemos también que zyz # 0. Por ejemplo, si z = 0,
la segunda y tercera ecuaciones nos dan que y = z = 0, lo que contradice ahora la
cuarta ecuacion. Si multiplicamos la primera ecuaciéon por x, la segunda por y, y
restamos, obtenemos que

i.e., que y = x. De igual forma se obtiene que y = 2. Tomando pues © =y = z en la
cuarta ecuaciéon y recordando que z,y, z > 0, obtenemos que:
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Sustituyendo esto en cualquiera de las primeras tres ecuaciones obtenemos que

1 /5
A= —4/=.
2V 3
Ejemplo 4.29. Considere el problema de
. 2 2, .2
min (2" +y~ + 27),

sujeto 2* +y =25 =0,
) T+yYy—z=-2

Con f(x,y,2) =2+ 9>+ 2%y
gl(l',y,Z):l'2+y2—Z2, gg(l’,y,Z):$+y—Z+2,

tenemos que (4.5) reduce a:

2I(1 - >\1) - >\2 = 0,
2y(1 - )\1) - )\2 0,
22(1+)\1) —|-)\2 0,
2 +y?— 22 0,
r+y—z = —2

donde A, Ay son los multiplicadores de Lagrange. Restando las primeras dos ecua-
ciones obtenemos que

(r—y)(1—=X)=0.
Es facil ver que A\; = 1 lleva a una contradiccion por lo que tenemos que x = y. De la
ultima ecuacién tenemos ahora que z = 2(x + 1) y sustituyendo en la penultima que

22 4+4r+2=0.

De aqui se obtiene que z = —2 £ /2. Como = =y, z = 2(x + 1) tenemos los puntos
criticos:

(—2+ V2, -2 +v2,-2+2v2), (-2-v2,-2-V2,-2-2V2).

Los multiplicadores A1, Ay se obtienen ahora a partir de las ecuaciones dos y tres y
resultan ser:

_ytz dyz

>\1 5 )\2: .
Yy—= =Y

Para los puntos de arriba obtenemos respectivamente para (A1, A2) que:

(=3 +2v2,-24+16V2), (-3 —2V2,—24 — 16V2).




4.2. MAXIMOS Y MINIMOS 99

Condiciones suficientes de segundo orden

La forma cuadratica asociada a una matriz A de tamano m x m esta dada por la
funcién h : R™ — R, donde h(X) = X' AX. Si X es un subespacio de R™, decimos que
A es positiva definida sobre X si h(X) > 0 para toda X € X distinto de cero, es decir
que

XAX >0, VXeX, X#0.

(La definicién de positiva definida dada en la Seccién 4.2.1 corresponde al caso X =
R™.) Note que si A es positiva definida en todo R™, entonces sera positiva definida
en cualquier subespacio X de R™. Pero pueden haber matrices indefinidas en R™,
pero que sean positivas definidas en ciertos subespacios de R™.

Ejemplo 4.30. Por el Teorema 4.10, La matriz

40
(o),

es indefinida en R?. No obstante con

X ={(z,0)" : z e R},

mmA<g)=@mWﬁf)=@%

que es positivo para todo (z,0) con x # 0. Tenemos entonces que A es positiva
definida sobre X. O

tenemos que

El Teorema 4.24 nos da las condiciones necesarias para un maximo é minimo del
problema con restricciones. Estas condiciones no garantizan que el punto en cuestion
sea un maximo o minimo, solo lo caracterizan. Vamos ahora a estudiar condiciones
suficientes. Para ésto, primero note que la hessiana de (4.6) con respecto a X se puede
escribir como

Hy(X) = Hp(X) = Y MeH,, (%),

donde g = (91,92, ---,9n) ¥ A = (A1, A2, ..., A,). Tenemos ahora:

Teorema 4.31 (Condiciones Suficientes con Restricciones). Sean f: U C R™ — R,
g:U CR™ = R" funciones C* y

sz{ieU:gmza}
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Suponga que Xo € S es tal que Dg(Xy) tiene rango mdzrimo y que
V(%) = X'Dg(%),
para algun A € R™. Sea
M= {3 € R" | Dg(%,)7 =0}

el espacio tangente a S en el punto Xo. St Hp(Xy) es positiva definida sobre M,
entonces Xy es un minimo relativo de f sobre S. Si Hy(Xy) es negativa definida sobre
M, entonces Xy es un mazimo relativo de f sobre S.

Demostracion: Sea o : [—0,6] — R™ una curva suave en S tal que o(0) = X, y
defina h(s) = f(o(s)). Entonces

W(s) = Vi(a(s)d'(s),

W'(s) = o'(s)'Hy(a(s)o'(s) + Vf(a(s)o"(s).
La condicién Vf(X,) = A'Dg(X,) implica que h/(0) = 0 ya que o'(0) € M. Si
h"(0) > 0, entonces h tiene un minimo relativo en s = 0. Pero

K'(0) = ¥'Hy(X)y + V(%) o (0),

= Y'H;(Xo)y + Z MV (%) o' (0),

k=1

donde ¥ = o'(0), A = (A\,...,\)" &€ = (g1,...,9s)" y usamos nuevamente que
V(X)) = A'Dg(Xy). Como o es una curva en S, tenemos que g(o(s)) = 0. Dife-
renciando dos veces cada componente de esta ecuacion y poniendo s = 0, obtenemos
que

¥ H,, (%0)¥ + Vgr(%o) 6”(0) =0, 1<k<n.

Combinando esta expresion con el resultado anterior podemos concluir que

h”(O) [Hf X() Z )\k ]

De modo que h”(0) > 0 si y solo si

[foo ZAk ]y>0

Como ¥ € M es arbitrario y por consiguiente la curva o en S, podemos concluir
que Xo es un minimo relativo de f sobre S si H(Xo) — Y, MH,, (Xo) es positiva
definida sobre M. 0
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Ejemplo 4.32. Para el Ejemplo (4.25) tenemos que

- (32)-(10)-(34)

la cual es positiva defina en todo R? asi que en particular sobre M. Tenemos pues
que el punto (—1/2,1/2) es un minimo relativo. O

Ejemplo 4.33. Para el Ejemplo (4.26) tenemos que

ma= (5 5 ) (09)= (0" iy )

Para el caso A = 1 tenemos que

Hy(%,) = (8 _2)

Como los puntos criticos son (£1,0), tenemos que Vg(Xy) = (+2,0). Asi que M =
{(0,y) : y € R}. Ahora para X € M,

- o\ 0 0 0
XTHL(XO)X = (an) ( 0 —4 ) ( y ) = _4y2 < Oa

siempre que X € M sea distinto del vector cero. Tenemos pues que (£1,0) son
maximos relativos.
Para el caso A = —1 tenemos que

HL(io):(é 8)

Como los puntos criticos son (0,41), tenemos que Vg(Xy) = (0,%2) de modo que
M = {(y,0) : y € R}. La forma cuadratica de Hp(X,) restringida a M es ahora 4y?,
i.e., Hp(Xg) es positiva definida sobre M. Tenemos pues que (0,41) son minimos
relativos. [

Ejemplo 4.34. Para el Ejemplo (4.27) tenemos que

—2)\ 0 0
Hp(Xo) = 0 —2X\ 0
0 0 —2\

Esta matriz es positiva definida en todo R? si A\ < 0 y negativa definida si A > 0.
Ast que (1/v/2,0,1/v/2) es un méximo relativo mientras que (—1/+v/2,0, —1/v/2) es
un minimo relativo. 0
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Ejemplo 4.35. Para el Ejemplo (4.28) tenemos que

0 2= y—A 1 /5 011
y—A x—A 0 1 10
En este caso Vg(Xo) = 2/5/3(1,1,1) de modo que
M ={(z,y,2) : x+y+2=0}.
Tenemos ahora que para X € M,
3 011 T
22 mgs = o 101 ) ().
D
110 z

x(y+2)+ylx+2)+2(z+y),
= z(—z) +y(—y) +2(-2),
= —(2®+y*+2°) <0,

donde usamos que = + y + z = 0 para todo X € M. Tenemos pues que

D
x:y:z: g’

es un maximo relativo. O

Ejemplo 4.36. Para el problema del Ejemplo (4.29) tenemos que

2(1—=\y) 0 0
0 0 2(14+ \)
Para A\; = —3+2/2 tenemos que esta matriz es positiva definida en R? por lo que el

punto

(=2 4+ V2, -2+ V2, -2+ 2V2),

es un minimo relativo.
Para \; = —3 — 2v/2 tenemos 1 — A\; > 0 pero 1 + \; < 0. Con

(z%,y%,2") = (-2 — V2, -2 — V2, -2 — 2V/2),
tenemos que el subespacio M esta dado por:
M = {(y1,y2,93) : Ty + Y Y2 — 2"y3 =0, y1+y2 —ys =0},
= {(y1,92,93) : 1= —1, y3 =0},

donde para simplificar la expresiéon de M hemos utilizado que z* = y*. Es facil
verificar ahora que Hp(z*,y*, z*) es positiva definida sobre M y por consiguiente que
(x*,y*, z*) es otro minimo relativo. O



4.2. MAXIMOS Y MINIMOS 103

Problemas con restricciones en términos de desigualdades

Combinando los resultados de los Teoremas 4.2, 4.6, y 4.24, podemos trabajar ciertos
problemas con restricciones que envuelven desigualdades. La idea es que si U es el
conjunto determinado por las restricciones del problema, y U es cerrado, entonces
U = int(U) U OU. Podemos entonces romper el problema original en uno sobre
int(U) y otro sobre OU. El problema sobre int(U) se puede trabajar como uno sin
restricciones (ya que int(U) es abierto), mientras que el otro sobre OU se puede
trabajar como uno con restricciones de tipo igualdad si OU tiene una descripcion en
términos de un numero finito de ecuaciones. Luego de localizar los puntos criticos en
cada caso, podemos usar el Teorema 4.2 para identificar los maximos y minimos del
problema original. Ilustramos este procedimiento general con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.37. Considere el siguiente problema :

opt 42 + 6y* — 120 — 12y + 15,

sujeto (x — 1)* 4+ (y — 1)* < 1, (4.7)

donde opt se refiere a “optimizar”, es decir, buscar los valores maximo y minimo. El
conjunto definido por la restriccion es:

U={(a,y): (e =12+ @y—1)2 <1},
el cual es cerrado y acotado. Por el Teorema 4.2, la funcion
f(z,y) = 42* + 6y* — 122 — 12y + 15,

tiene un valor maximo y un valor minimo sobre U los cuales se asumen en U. Para
trabajar el problema (4.7), lo rompemos en dos sub—problemas:

opt 42 + 6y* — 120 — 12y + 15,

sujeto (x — 12+ (y — 1) < 1, (4.8)

opt 42? + 6y* — 120 — 12y + 15,

sujeto (z — 1>+ (y — 1) = 1. (4.9)

Note que el problema (4.8) es uno sin restricciones ya que el conjunto

{(z,y) : (@ =1+ (y—1)* <1},

es abierto, por lo que el Teorema 4.6 aplica en este caso. El problema (4.9) es
claramente uno con restricciones al cual el Teorema 4.24 aplica. Buscamos ahora los
puntos criticos en cada uno de estos dos problemas.
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i) Para el problema (4.8), la condicién necesaria de primer orden es que VS (r,y) =
0, esto es:
8r —12=0, 12y—12=0.
Estas ecuaciones tienen solucién (z,y) = (2,1). Como este punto satisface la
restriccién de que (z — 1) + (y — 1)? < 1 por lo que (2,1) es punto critico del
problema (4.8) y también del problema (4.7).

ii) Para el problema (4.9), la condicién necesaria de primer orden es:

8r — 12 =2\(x
12y — 12 =2\ (y
(x =12+ (y—1)

1),
1),
=1.

La segunda de éstas ecuaciones es equivalente a (y — 1)(6 — A) = 0 con la que
podemos trabajar para llegar a que los puntos criticos de (4.9) son (z,y) = (2,1)
(correspondiente a A = 2) y (z,y) = (0,1) (correspondiente a A = 6). Estos
puntos son también puntos criticos para el problema (4.7).

Los valores maximo y minimo para el problema (4.7) los obtenemos ahora tabulando
los valores de f en los puntos criticos que obtuvimos:

|y | flz,y)
S11] 0
2 (1] 1
0[1] 9

Podemos concluir que el valor maximo de f sobre U es 9 y ocurre para (z,y) = (0, 1),
mientras que el valor minimo de f sobre U es 0 y ocurre para (z,y) = (%, 1). O

Sensitividad con respecto a las restricciones

Concluimos esta seccién con un resultado bien importante que se conoce como un
teorema de sensitividad. En particular, este resultado nos da una interpretacion para
los multiplicadores de Lagrange como tazas o razones de cambio del valor éptimo
de la funcién f con respecto a variaciones en los lados derechos de las restricciones.
Dependiendo del significado de la f y las restricciones, éstas razones de cambio pueden
tener interpretaciones importantes dentro del problema bajo estudio.

Teorema 4.38 (Sensitividad con respecto a las restricciones). Sean f : U C R™ — R,
g:U CR™ — R" funciones C?, y para i € R™ considere el problema
min f(X),

VAN (4.10)
sujeto g(X) = U.
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Suponga que para G = 0, el punto Xy y vector de multiplicadores X, satisfacen las
condiciones suficientes del Teorema 4.31 para un minimo local de (4.10). Entonces
eziste un r > 0 y funciones (A, X) : D,(0) — R" x R™ con ( A(0),X(0)) = (X, %),
tal que el par (A(d),X (1)) con G € D,(0), satisface las condiciones suficientes del
Teorema 4.31 para un minimo local de (4.10). Ademds

of (X (i)

Demostracion: Considere el sistema

—g(X) = -,
{Vf(@t—Dg(i) A = 0. (4.11)

Este sistema, en las variables (A, X, 1), consiste de n + m ecuaciones en 2n + m
desconocidas. La matriz Jacobiana de este sistema con respecto a las variables ( A, X),

es O _Dg(i)
{ —Dg(X)" Hp(X, N ] ) (4.12)

donde O es una matriz de ceros con dimensiones n X n y
H (%, A) = Hp(X) = > \eHy, (%),
k=1

Por hipétesis, (A, X, 0) es una solucién del sistema (4.11) y la matriz (4.12) evaluada
en (A, Xp) es nosingular. (Vea el Ejercicio 4.16.) Por el Teorema de la Funcién
Implicita, existe un r > 0 y funciones (A,X) : D,(0) — R* x R™ en C* con
(A(0),X(0)) = (A, %) tal que (A(w), X (1), d) es solucién de (4.11) para todo G €
Dr(ﬁ). Dado que f y g son C?, se puede argumentar ahora usando un resultado para
matrices del tipo (4.12), que (X(@), A(@)) satisface las condiciones suficientes del
Teorema 4.31 para un minimo local de (4.10), tomando r posiblemente mas pequerio.

Tenemos ahora usando la regla de la cadena y la segunda ecuacién en (4.11)
evaluada en @ = 0, que

OfX@)| oy 0X
Tui = Vf(X)

=0
i

De la relacién g(X (1)) = u (primera ecuacion en (4.11)) tenemos, usando la regla de
la cadena nuevamente y evaluando en d = 0, que

Dg(X,)DX(0) = I.
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Usando ésto en la expresién anterior, tenemos que

of(X(d
M :Atéi:Ai, izl,...,n,
Ou; L=
u=0
donde €; es la i—esima columna de la matriz identidad I. O

4.3 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Halle las expansiones de Taylor de primero y segundo orden alrededor
del punto indicado y los limites que satisfacen los correspondientes residuos para las
siguientes funciones:

a) f(z,y) = %, alrededor de (—2,1).

ety
b) f(x,y) =1In(z* +y?), alrededor de (3, —2).
¢) f(z,y) = cos(x —y), alrededor de (1,1).
d) f(z,y) =In(1 4+ zy)e*t¥, alrededor de (0,0).

Ejercicio 4.2. Halle los puntos criticos y los clasifica como maximos é6 minimos u
otros si alguno para las siguientes funciones:

a) f(z,y) =a®—2zy +3y° — 3y d) flz,y) =y*—22y* + 2% — 2z
b) f(z,y) = 32" — 3xy® + y° + 3y e) f(z,y) = [, sen®(t)dt

o) flz,y) =dzy + 22%y — zy?

Ejercicio 4.3. Determine el o los valores de k para el cual la funcién f(z,y) =
kx? — 2xy + ky? tiene un minimo relativo en el punto (0,0). (Y para un maximo
relativo en (0,0)?7

Ejercicio 4.4. Considere el problema

opt 2+ 4y3,
sujeto a2 + 2y? = 1.

Halle los puntos criticos de este problema, i.e., que satisfacen las condiciones nece-
sarias de primer orden.
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Ejercicio 4.5. Considere el problema de minimizar o maximizar a f(x,y,z) = 2% +
y? + 2% sujeto a la restriccién de que 2% — yz = 1.

a) Halle los puntos criticos de este problema, i.e., los puntos que satisfacen las condi-
ciones necesarias de primer orden.

b) Usando las condiciones suficientes de orden dos, clasifique estos puntos como
maximos 6 minimos relativos.

Ejercicio 4.6. Considere el problema de hallar el méximo y minimo global de f(x,y) =
2% 4+ 12 sujeto a que 22 + 2y < 1.

a) Halle todos los puntos criticos de f(z,y) en la regién z? + 2y* < 1.
b) Halle todos los puntos criticos de f(z,y) sujeto a z* + 2y = 1.

¢) Usando la informacion de las partes (a) y (b) halle el méximo y minimo global de
f(z,y) sujeto a x? + 2y* < 1.

Ejercicio 4.7. Halle el punto del plano 3x — 4y — z = 24 que estd més cerca del
origen. (Ayuda: Minimice el cuadrado de la distancia al origen.)

Ejercicio 4.8. Halle el valor méximo y minimo de f(x,y) = 2% + 2y + y*> — 6y en el
rectangulo {(z,y) : =3 <z <3, 0<y<5}

Ejercicio 4.9. Considere el problema de hallar maximos o minimos de la funcién
flz,y) = 22 + 3y? sujeto a que xy = —4.

a) Usando multiplicadores de Lagrange, determine los puntos criticos de f, i.e., que
satisfacen las condiciones necesarias de primer orden.

b) Clasifique los puntos criticos de la parte a) como maximos o minimos relativos o
ninguno.

Ejercicio 4.10. Considere el problema de hallar los méaximos o minimos relativos de
f(x,y) = 2%y sujeto a 2z + 3y* = 12.

a) Halle las condiciones necesarias de primer orden para este problema. Nota: No
resuelva éstas ecuaciones.

b) Los puntos (0,+2) satisfacen las condiciones de la parte (a) con multiplicador
de Lagrange cero. Clasifique estos puntos como maximos o minimos relativos o
ninguno.
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Ejercicio 4.11. Para n > 1 entero, considere el problema de optimizar la funcién
f(x,y) = (x — y)" sujeto a que x? + y?> = 1. Determine los puntos criticos de este
problema y los clasifica como maximos o minimos relativos o ninguno.

Ejercicio 4.12. Verifique que el valor maximo de f(z,y,2) = 2?y?2? sujeto a que
22+ y? + 22 =ad? es

Usando esto concluya que

Ejercicio 4.13. Considere el problema

opt 3xy — 4yz + dzz,

ot r+y+12z = 12,
SuJero 20 =3y +5z = 0.

Halle los puntos criticos de este problema, i.e., que satisfacen las condiciones nece-
sarias de primer orden. Usando las condiciones suficientes de orden dos, clasifique
estos puntos como méaximos 6 minimos relativos.

Ejercicio 4.14. Considere el siguiente problema de optimizaciéon con restricciones:

min  (2y; + 2y2)
vi+y; = 25
subject to (1 — 22)? + (y1 — y2)?
(4 — LU2)2 —i—y% = 1.

|
A~

(Note que el problema tiene cuatro variables: x1, z2, Y1, yo.

a) Determine las condiciones necesarias de primer orden para un punto extremo de
este problema.

b) Verifique que x; = 25 = 4, y; = —3, y2 = —1 satisface las condiciones de primer
orden con los multiplicadores de Lagrange:

c¢) Verifique que el punto critico de la parte anterior es un minimo relativo del pro-
blema original.
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Figura 4.3: Poligono de seis caras o lados, inscrito en un circulo de radio R.

Ejercicio 4.15. Sean Py, P, ..., P,, P,+1 puntos colocados sucesivamente en un cir-
culo de radio R con centro en el punto O. Sea «; el dngulo central (o; = £ P,OP; ;1)
del tridngulo A P,OP;yy, i =1,2,...,n. (La Figura (4.3) muestra el caso n = 6.) El
area del poligono inscrito al circulo y que es la unién de los n tridngulos generados,
esta dada por:

1 n
Alag, ag, ..., ap) = §R2 Z sen «;.
i=1

Los angulos «;’s son positivos y deben cumplir que:

n
E a,; = 2.
i=1

Usando multiplicadores de Lagrange, demuestre que el poligono inscrito de &area
méxima se obtiene cuando «; = 27/n, i =1,2,...,n.

Ejercicio 4.16. Verifique que si el par (Xp, A) satisface las condiciones suficientes
del Teorema 4.31 para un minimo local, entonces la matriz

O —Dg(Xo)
—Dg(Xy)" Hr(Xo, A)
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donde O es la matriz cero de dimensiones n x n 'y
HL(§07 >‘) = Hf(io) - Z )‘ngk (§0>7
k=1

es nosingular. Ayuda: Suponga que la matriz es singular y argumente por con-
tradiccion.



Capitulo 5

Curvas y Campos Vectoriales

Vamos ahora a considerar funciones f : R™ — R" para los casos n = 1 (curvas) y
n = m (campos vectoriales). Para las curvas veremos como calcular la ecuacion de la
recta tangente en un punto, el largo de de la curva, la curvatura, la torsion, y la base de
Frenet. Estudiaremos también la parametrizacion de una curva en términos del largo
de arco, y usando esta parametrizacién, derivaremos las ecuaciones diferenciales para
la base de Frenet. Para los campos vectoriales examinaremos el concepto de curva de
flujo y como éste se utiliza para obtener informacion del campo vectorial. Veremos las
definiciones de los operadores de la divergencia y el rotacional de un campo vectorial.
Estos operadores son esenciales para entender los teoremas fundamentales del calculo
multivariables. Finalmente discutiremos algunas aplicaciones, en particular la del
movimiento de dos cuerpos donde derivaremos las leyes de Kepler, y el movimiento
de cuerpos en campos conservativos.

5.1 Curvas en R"

Una curva o camino o paso C' en R” consiste de la imagen de una funcién
o :la,b — R".

La funcién o se llama una parametrizacion de la curva C. (Usualmente no distin-
guimos entre C'y o y hablamos de la curva o o viceversa.) Si o es diferenciable 6
C' decimos que la curva es diferenciable 6 C, etc. Los puntos o (a) y o (b) se llaman
los puntos terminales de la curva. (Vea la Figura (5.1).) Para los casos especiales
n = 2,3, tenemos que en términos de sus componentes

o(t) = (z(t),y), n=2,
o) = (z(t),y(t),2(1), n=3.

111
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Figura 5.1: Curva en el espacio con sus puntos terminales.

Ejemplo 5.1. La ecuacién de la recta L que pasa por el punto (zg, yo, 29) con direccién
vV = (a, b, c) estd dada por

o(t) = (20, Y0, 20) + t(a,b,c) = (xg + at,yo + bt, zo + ct) = (x(t),y(t), z(t)).

Con esta parametrizacion de la recta L, si t representara tiempo, estariamos reco-
rriendo la recta con velocidad constante V. Mas general aun, si f : (a,b) — R tiene
recorrido R, entonces

ﬂ(t) = (x0> Yo, ZO) + f(t)(a’ b, C)> te (aa b)>

es una paramterizaciéon de L. En particular, tomando f(t) =t3+t+1cont € R, 6
f(t) =tant cont € (-3, ), obtenemos las parametrizaciones de L

n(t) = (w0, Yo, 20) + (> +t + 1)(a,b,c), tER,

n(t) = (zo, Yo, 20) + (tant)(a,b,c), te (—E z) .
]

Ejemplo 5.2. Note que para o (t) = (cost, sent) = (x(t),y(t)), 0 < t < 2, tenemos
que z(t)* + y(t)? = 1. Ademaés si z3 + y2 = 1, entonces existe ¢ty € [0,27] tal que
o(to) = (x0,y0). Asi que la imagen de o es el circulo unitario con centro en el origen.

0
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Figura 5.2: Curva o (t) = (t,t%,t3), t € [-5,5].

Ejemplo 5.3. Considere la curva
o(t) = (t,t%t%), tcR.

En la Figura (5.2) mostramos la gréafica de o para t € [—5,5]. Note que eliminando
la variable t, podemos ver esta curva como la interseccién de las superficies

(Vea la Figura (5.3).) O

Note que si o es diferenciable, entonces

71(1)
ot)y=| = | =), 20),
(1)
donde o (t) = (x1(t),...,7,(t))T aunque ocasionalmente la escribiremos como vector

fila.

Definicién 5.4. Sea o : [a,b] — R™ una curva C'. El vector tangente (velocidad) a
o en el punto g € [a, b] se define por V(ty) = o’(ty). La rapidez en ty es ||[V(to)||. Si
o € C?, definimos la aceleracidén en ty por a(ty) = o”(ty). La ecuacién de la recta
tangente a o en el punto o (ty) es

L) = o(ty) + Aa'(ts), NER.
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Figura 5.3: La curva o(t) = (¢,t%,¢3), t € [-5, 5] como interseccion de las superficies

y=a2, 2 =25

Ejemplo 5.5. Para o(t) = (¢,1%,t%), t € R, tenemos que
V(t) = (1,2t,3t%), a(t) = (0,2,6t).
La ecuacion de la recta tangente a o en o(2) es

200 = (2,4,8)+ \(1,4,12) = 2+ X\, 444X,8+12)), AeR.

Ejemplo 5.6. Para o(t) = (cost, sent), t € [0,27], tenemos que
V(t) = o'(t) = (—sent,cost), &a(t) = (—cost,—sent).

iNote que la rapidez es constante con valor uno aunque la velocidad no es constante!
Note también que en este caso, o(t)- o'(t) = 0. La recta tangente en o(27/3) esta
dada por

£(A) = (cos(2m/3), sen (2m/3)) + A(—sen (27/3), cos(27/3))
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I I I I
-10 -5 0 5 10 15

Figura 5.4: Tlustracién de una curva C, i.e., o(t) = (t — sent,1 —cost), t € R cuya
imagen posee esquinas o cuspides.

= (=1/2,v3/2) + A(—V3/2,-1/2)
— <_1_M/§,\/§_A>, A€ER.

2 2
]
Ejemplo 5.7. Para o(t) = (cost, sent,t), t € R, tenemos que
V(t) = (—sent,cost, 1), a(t) = (—cost,—sent,0).
La recta tangente en el punto o (m) es
LA =(=1,0,m)+ A(0,-1,1) = (=1, =\, 7+ A), AeR
]

Ejemplo 5.8. Considere la curva o(t) = (t — sent,1 — cost), t € R. La grafica de
o se muestra en la Figura (5.4). Note que una curva con esquinas o cispides puede
corresponder a una parametrizacién C'. Note que como o’(t) = (1 — cost, sent)
tenemos que o’'(27k) = (0,0), i.e., precisamente en las esquinas o cuspides de la
curva. U
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5.1.1 Largo de una curva

Dada una curva o : [a,b] — R™ que es C*, el largo de o se define por

b
(o) = / | o’(t)] dt.

Los casos n = 2 y n = 3 estan dados respectivamente por:

o) = [ VERETER L ot) = w(0).5(0).
o) = [ VIR yaF T 20 dh, o(t) = (a(t) y(2). 20).

Ejemplo 5.9. Para o (t) = (cost, sent,t), t € R, tenemos que o'(t) = (—sent,cost, 1)
y por consiguiente que

| o' (t)|| = V'sen?t + cos?t + 1 = V2.

Asi que para cualesquiera a,b, a < b, el largo del segmento de o que corresponde a
t € la,b] es:

(o) = / o' (8)] dt = V(b — a).

U
Ejemplo 5.10. Para la curva o (t) = (3t2+3,2t3), t € [0,/3], tenemos que o’(t) =
(6t,6t?). El largo de la curva es:
V3 V3 511V3
o) = / | o'(t)] dt = 6/ tV1+t2dt = [2(1 +t2)§} .= 14.
0 0
U

5.1.2 La base de Frenet

Si o : [a,b] — R" es una curva C'', entonces a”’(t) es el vector tangente a la curva en
el punto ¢t. Si ’(t) # 0, definimos el vector tangente unitario a la curva o en t por

L o
0 =TT

Note que ||T(¢)| = 1. Esto lo podemos escribir también como T(t) - T(t) = 1.
Diferenciando esta expresion con respecto a t obtenemos que

T/(t) - T(t) =0,

(5.1)
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Figura 5.5: Base o sistema de Frenet segin varia a lo largo de una curva.

ie., T/ (t) es perpendicular a ’f‘(t) Definimos la normal principal a la curva en el
punto t por

- T'(t
N(t) = ( ) (5.2)
1T ()|
Definimos ahora el vector binormal a la curva en el punto ¢ por
B(t) = T(t) x N(t). (5.3)

Los vectores (T(t), N(¢), B(t)) forman un sistema ortonormal que se mueve a lo largo
de la curva o y que se conoce como el sistema o base de Frenet para la curva o.
(Vea la Figura (5.5).)

Ejemplo 5.11. Para la curva o(t) = (cost, sent), t € R tenemos que

o'(t) = (—sent,cost)=T(t),
T'(t) = (—cost,—sent)=N(t),
B(t) = T() x N(t) =k

Ejemplo 5.12. Para la curva o(t) = (t — sent, 1 — cost), t € R tenemos que

o'(t) = (1 —cost, sent), | o'(t)]| =+/2(1 —cost) .
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Asi que si t # 2wk, entonces

. 1—cost sent
= <\/2(1 — cost)’ V2(1 - COSt)) |

Tenemos ahora que

- sent 1 - 1
T'(t) = , — V1—cost|, |T'@®]=-=,
© (2 2(1—cost) 2v2 ) ITWI=5
por lo que
- sent 1
N(t)=| ————,——=V1 —cost | .
Q ( 2(1 —cost) V2 )
Finalmente

—

B(t) = T(t) x N(t) = —k.

Ejemplo 5.13. Para o(t) = (cost, sent,t), t € R, tenemos que

o'(t) = (—sent,cost, 1), | o' (t)|]|= V2,

por lo que
= 1
T(t) = —=(—sent,cost,1).
(t) \/5( )
Ahora
1 - 1
T'(t) = —=(—cost, —sent,0), |[T'(t)]| = —=,
(t) \/5( ). [T@] 7

y tenemos que

Z.

(t) = (—cost,—sent,0).

Finalmente

(sent,—cost,1).



5.1. CURVAS EN R¥ 119

5.1.3 Parametrizacién de una curva con respecto al largo de
arco: curvatura y torsion

Para una curva o : [a,b] — R", C'!, definimos la funcidn de largo de arco, 5 : [a,b] —
R por

(1) = / | o'(2)] de.

Note 5(t) mide el largo del pedazo o seccién de la curva o desde el punto inicial o(a)
hasta el punto o (t).

Ejemplo 5.14. Para la curva o(t) = (cost, sent), t € [0,27], tenemos que o'(t) =
(—sent,cost). Asi que || o’(t)|| = 1 y por consiguiente

§(t):/0tdx:t.

[
Ejemplo 5.15. Para o(t) = (t — sent,1 — cost), t € [a, b], tenemos que
o'(t) = (1 —cost, sent), | o'(t)||=+/2(1 — cost).
De modo que
t t T
5(t) :/ V2(1 —cosx)dx = 2/ sen§‘ dzx.
U

Sea o : [a,b] — R™ una curva C! tal que o’'(t) es cero cuando mucho en un
numero discreto de puntos. Entonces la funcién de largo de arco § es estrictamente
creciente y sobre de [a,b] a [0,¢(o)]. Por lo tanto tiene una funcién inversa que
denotamos por ¢ tal que

i) =t, telab, i@s)=s sel0,0o).

La parametrizacion de o en términos del largo de arco estda dada ahora por la funcion
¥ : [0,4(0o)] — R" definida por:

W(s) = a(t(s)), sel0,4(a). (5.4)

Para entender mejor lo que es la parametrizacion de una curva en términos del
largo de arco, podemos hacer una analogia pensando en una pista de correr ovalada
como si ésta fuera la curva. (Vea la Figura 5.6.) En este caso, el vector de posicién
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largo de arco

Salida\
x

Figura 5.6: Vector de posicién para un corredor en una pista y su relacién con el
largo de arco.

o en la pista para un corredor se puede describir de dos formas: una es como funcién
del tiempo que le toma al corredor en llegar a o saliendo del punto marcado “salida”;
y la otra es como funcién de la distancia en la pista a partir del punto salida (largo
de arco). Note que cada corredor tiene una parametrizaciéon con respecto a tiempo
esencialmente tunica, pero todos los corredores tienen la misma parametrizacién en
términos de largo de arco.

Ejemplo 5.16. Para la curva o (t) = (3t2+3,2t3), t € [0,/3], tenemos que o’(t) =

(6t,6t?). La funcién de largo de arco para esta curva es:

t t
5(t) =/ Ila’<x>!|dx=6/ oV1+a2de =201+ )% —2.
0 0

3
2

Note que £( o) = 5(v/3) = 14. Despejando para “t” en la ecuacién s = 2(1 4 t2)
llegamos a que

_2’

i(s) = (g +1)% —1, selo,14].

La parametrizacién de o en términos del largo de arco estd dada por:

P(s) = ([H(s))* +3,2[(s)))
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Volviendo a la ecuacién (5.4), note que

#(s) = T (i),

Diferenciando 5((s)) = s con respecto a s obtenemos que

T aBis) )
ds— EiD o (i(s))]

dt(s) 1 1
t

Sustituyendo esto en la expresién de arriba para 1)’(s) obtenemos que

)

di(s
s

o e (E(s)] = 1.

/ E—

[ (s)ll =

Este resultado es lo que caracteriza a la parametrizacién de una curva en términos
del largo de arco, i.e., el vector tangente a la curva es de largo uno.

Las ecuaciones de Frenet

Sean 1), o parametrizaciones de una misma curva relacionadas segin la ecuacion
(5.4). Sea (Ta(s),Nu(s), Ba(s)) la base de Frenet correspondiente a 1(s) dada por
las ecuaciones (5.1), (5.2), (5.3) pero usando el parametro s en lugar de t. La curvatura
de 1) en el punto s se define por

A(s) = | To(s)ll- (5.5)

Note que & mide la norma de la razén a que cambia el vector tangente unitario a la
curva con respecto al largo de arco. Como T,(s) = '(s), podemos también escribir
que &(s) = || 1" (s)]|. Tenemos ahora que N,(s) = T’ (s)/&(s) lo que podemos escribir
como

—

T/ (s) = &(s)Ng(s). (5.6)
Diferenciando B, (s) = T4(s) x Ny(s) tenemos que

—

a(s) x Ny(s) = Tals) x Ny (s),

a

=]
=
I
H
=
X
Z
IS)
=
_|_
=
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ya que T‘;(s) es proporcional a Na(s). Usando que
i (s) = T(s) - Na(s),
y la definicién de N,(s), tenemos que

1

R(s)

Como (T, (s), N,(s),Ba(s)) es una base ortonormal, podemos escribir que

N (s) =

T(s) = (Ti(s) - Na(s)Na(s)] (5.7)

—

T)(s) = (Ta(s) - Ta(s)Tals) + (Ti(s) - Nu(5)Na(s) + (T;(s) - Ba(s)Bals)-

Usando esto en la expresion de arriba para ﬁg(s) obtenemos que

donde usamos que T,(s) x By(s) = —N,(s). El escalar

_ Tu(s) - Bals) _ 9"(s) - (¢'(s) x 9"(s))
A(s) 1" (s)]” ’
se llama la torsion de la curva 1) en el punto s y mide la tendencia de la curva a no

ser plana. Usando la expansién de T‘Z(s) en términos de la base (T,(s), N,(s), ﬁa(s))
y la expresion (5.7) podemos escribir que

(5.9)

() = o (T4(s) - Tuls))Tals) + (Tls) Ba())Buls)] . (5.10)

= 0 obtenemos que T”(s) - To(s) = —#2(s). Podemos

Diferenciando T’( ) - 'f‘a( )
.8), v (5.10) como:

ahora escribir (5.6), (5

T, (s) 0 A(s) 0 ] Tals)
Ni(s) [ = | =) 0 #(s) | | Nals) (5.11)
B/ (s) 0 —7(s) 0 B.(s)

Este sistema de ecuaciones diferenciales se conoce como las ecuaciones de Frenet.
Es claro que partiendo de la parametrizacién de una curva ) en términos del
largo de arco, podemos calcular la base de Frenet y la curvatura y torsion de dicha
curva. Por otro lado si invocamos el teorema de existencia y unicidad para sistemas
de ecuaciones diferenciales, tenemos que para cualesquiera funciones continuas de
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curvatura y torsion que especifiquemos, las ecuaciones (5.11) se pueden resolver en
forma tnica (modulo las condiciones iniciales) obteniendo asi la base de Frenet y
por consiguiente la parametrizacién 1. Asi que hay una especie de “dualidad” o
correspondencia entre la parametrizacién de la curva y las funciones de curvatura y
torsion.

Las definiciones (5.5) y (5.9) de curvatura y torsién respectivamente, son cuando
la curva esta dada en términos del largo de arco. Si la parametrizacion de o es con
respecto a otro parametro t, entonces la curvatura y la torsién con respecto a t se

definen por:
k(t) = k(8(t)), 7(t) =7(5(t)). (5.12)

Las formulas para calcular x(t) y 7(t) directamente de la parametrizacién o con
respecto al parametro t estan dadas por el siguiente resultado.

Proposicién 5.17. Sea o : [a,b] — R* una curva C® tal que o'(t) # 0 para todo
t € [a,b]. Entonces
_a’(t) x a”"(t)]] _o"(t)- (a'(t) x a"(t))

"= eor YT T e x P

Demostracion: Solo verificamos la formula de x(t). Sea v : [0,5(0)] — R3 la
parametrizacién en términos del largo de arco para o, i.e., ¥(s) = o(t(s)). Vi-

mos anteriormente que
a'(t(s))
W(s) = =
o

Como

d/ 1 N ois) o"(ils)
( t ) (U] -

tenemos que

oL i) ai)
M B TER A R P TR
Ahora como A(s) = || 9" (s)]|, tenemos que

>
—

»
~—
~—

YO = eae {”" (
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Lo (E(s))II*]] @' (E(5)) > sen® O (E(s))
lo'(E(s)]°®
lo'(i(s)) x o (i(s))II?
I’ (E(s)]® '

Tomando la raiz cuadrada ahora y sustituyendo §(¢) por s, obtenemos el resultado.

O

Es fécil ver ahora que las ecuaciones de Frenet para la parametrizacién o (t),
estan dadas por:

t
t

T'(t) 0 K({t) 0 (1)
N'@) | =1a'®Ol | —st) 0 7(t) N(t) (5.13)
B'(t) 0 —7(t) 0 B(t)

Ejemplo 5.18. Para la curva o(t) = (6t, 3t t3) tenemos que
o'(t) = (6,6t,3t%), o"(t)=(0,6,6t), o"(t)=(0,0,6).

De aqui obtenemos que

la' @Ol = 3(t*+2),
o'(t)x a"(t) = (18t*, —36t,36),
| o'(t) x a”(t)|| = 18(t* +2).
Asi que
1 2
o(t) = 8 +2) _ 2
27(2 128 3(t2 +2)2
216 2

") = e 3@ oe

5.2 Campos Vectoriales

Un campo vectorial en R™ es una funcién f: AcCR — R Usualmente, para
visualizar al campo vectorial, dibujamos a f (X) emanando del punto terminal del
vector X. Si existe una funcién escalar f : A € R" — R tal que £(X) = Vf(),
decimos que f es un potencial para f. En este caso las curvas 6 superficies de nivel
de f

L.={XeA: f(X)=c}, ceR,

se llaman las equipotenciales de £,
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Ejemplo 5.19. Algunos ejemplos de campos vectoriales son:

e la velocidad V(z,y, z) de un fluido en el punto (z,y, z).

e El flujo de calor en un cuerpo o medio: j(:c,y,z). De acuerdo a la Ley de
Fourier, J(z,y,2) = —kVT(z,y,2) donde k > 0y T(x,y, z) es la temperatura
en el punto (x,y, z). En este caso T'(z,y, z) es un potencial para J.

e En el Ejemplo (3.48) vimos que la fuerza gravitacional se puede escribir como
el gradiente del potencial gravitacional V' (z,y, 2).

e La Ley de Coulomb expresa la fuerza de atraccion entre dos cargas eléctricas
como un campo vectorial que también se puede expresar como el gradiente de
un potencial eléctrico.

O

5.2.1 Curvas de Flujo
Una curva o : [a,b] — R™ es una curva o paso de flujo para el campo vectorial f si
o'(t) =f(a(t), telab],

i.e., f(o(t)) es el vector tangente a la curva en el punto o (t). Para X* € A, la curva
de flujo que pasa por X* cuando ¢t = 0, se denota por ¢(X*,t) y se obtiene resolviendo
el problema de valor inicial

ER

Si el campo vectorial f es diferenciable con derivada continua, entonces éste problema
de valor inicial tiene solucién tnica para cualquier X* € A si fect

Sif=V f decimos que f es conservativo. En este caso, por el Teorema (3.45),
tenemos que f es perpendicular a las equipotenciales de f. De modo que cuando f es el
gradiente de un potencial, las curvas de flujo y las equipotenciales son perpendiculares
entre si. (Vea la Figura 5.7.)

., Cuando es un campo vectorial el gradiente de un potencial? Para el caso de
n =27y con A= R? tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.20. Suponga que f : R2 — R2, es C'. Entonces f = V f donde f : R —
R si y solo si
on, . _oh

donde F = (fl, fg)
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(a) Caso n = 2. (b) Caso n = 3.

Figura 5.7: Diagrama que ilustra la relacién entre las curvas o superficies equipoten-

ciales (en negro) y las curvas de flujo (en rojo) cuando el campo vectorial (en azul)
es conservativo.

Demostracién: Como f € C, si f = ﬁf, entonces f € C? y la condicién (5.15) es
consecuencia del Teorema (3.52). Por el contrario, suponga que (5.15) es cierta. Para
cualquier (zg,10) € R?, defina

fey) = / filtyy) d+ / folo, ) dt
o Yo

Note que
0
a_i(xvy) = fl(xvy)
Ademas
of v oh
- = —(t,y)dt
o (z,y) Oy (t,y) dt + fa(zo,y)
P
= —(t,y)dt
. or ( 72/) + f2(x07y>
= f2(377y) - f2(x07y) + f2(x07y> = fZ(xvy)v
ie., f= ﬁf O
Ejemplo 5.21. El campo vectorial f(z,y) = (z, —y) cumple con las condiciones

del Teorema (5.20). Buscamos el potencial f(z,y) integrando primero la ecuacién
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Figura 5.8: El campo vectorial f (z,y) = (x,—y) con algunas de sus equipotenciales
(curvas solidas) y curvas de flujo (curvas entrecortadas).

J0f /Ox = x con respecto a x:

flag) = [wdo+9) = 52 + 9(0)

para alguna funcién g(y). Diferenciando esta expresion de f con respecto a y obte-
nemos que
af

a—y(x,y) =4'(y).

Como 9f /0y = —y, tenemos que ¢'(y) = —y, i.e., g(y) = —(1/2)y?. Sustituyendo
esto en la expresién de f de arriba, obtenemos que

f(ey) = 2@ — ).

2
Las equipotenciales de f estan dadas entonces por las curvas 22 —y? = ¢, ¢ € R. Asi
que tenemos las rectas y = +x cuando ¢ = 0, y hipérbolas con centro en el origen y eje
mayor en z si ¢ > 0, y eje mayor en y si ¢ < 0. Note también que ||?(r1:, y)|| = 0 segin
I(z,9)]| = 0, y que ||f(z,y)|| = oo segin ||(z,y)|| — oo en forma monétona. Con
esta informacién podemos trazar el campo vectorial f , sus equipotenciales, y algunas
curvas de flujo. (Vea la Figura (5.8)). Las curvas de flujo se pueden obtener en este
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caso en forma explicita. La ecuacion de las equipotenciales se puede expresar de forma
equivalente como la ecuacién diferencial dy/dx = z/y. Como las equipotenciales y
las curvas de flujo son familias de curvas ortogonales (ya que f=v f), tenemos que
las curvas de flujo son las soluciones de la ecuacion diferencial

dy __y

da T
La solucién general de esta ecuacién es y = ¢/ |z| que es la familia de curvas de flujo.
U

Ejemplo 5.22. El campo vectorial f (z,y) = (y3,32y*) cumple con las condiciones
del Teorema (5.20). Buscamos el potencial f(z,y) integrando primero la ecuacién
df /Ox = y® con respecto a x:

Fay) = / vz + g(y) = 75 + 9(y),

para alguna funcién g(y). Diferenciando esta expresion de f con respecto a y obte-
nemos que

0
8—;(% y) = 3zy* + ¢'(y).

Como Of/dy = 3xy?, tenemos que ¢'(y) = 0, ie., podemos tomar a g(y) = 0.
Sustituyendo esto en la expresion de f de arriba, obtenemos que

fla,y) =y’

Las equipotenciales de f estdn dadas entonces por las curvas zy® = ¢, ¢ € R. Para
c =0, la ecuacién zy® = 0 tiene las soluciones z = 0 6 y = 0, i.e., las equipotenciales
en este caso coinciden con los ejes de coordenadas. Para ¢ # 0 tenemos que zy> = ¢
equivale a y = (c¢/z)"/3. Como f(z,y) = (y?, 3zy?), tenemos que

e Siz =0, entonces £(0,y) = (4°,0).

e Siy =0, entonces f(z,0) = (0,0).

e Sic # (0, entonces en la equipotencial zy* = ¢ el campo vectorial tiene la forma
f=(y°,3c/y).

e En general, |f(z,y)|| — oo segin ||(z,y)|| — oo.
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Figura 5.9: El campo vectorial f (z,y) = (v3,3zy?) con algunas de sus equipotenciales
(curvas solidas) y curvas de flujo (curvas entrecortadas).

Con esta informacién podemos trazar el campo vectorial f , sus equipotenciales, y al-
gunas curvas de flujo. (Vea la Figura (5.9)). Las curvas de flujo se pueden obtener en
este caso en forma explicita. La ecuacién de las equipotenciales se puede expresar de
forma equivalente como la ecuacién diferencial dy/dx = —y/(3x). Como las equipo-
tenciales y las curvas de flujo son familias de curvas ortogonales (ya que f=v ),
tenemos que las curvas de flujo son las soluciones de la ecuacién diferencial

dy 3w
de vy’
La solucién general de esta ecuacién es y? — 32% = ¢ que es una familia de hipérbolas

para ¢ # 0 y reduce a y = /32 cuando ¢ = 0. O

5.2.2 El rotacional de un campo vectorial

Para f : R® — R3, con f = (fi, fo, f3) definimos el rotacional de f por

o p (00 OB\, (W 0K\ (9h _0n
curlf—fo—(ay az)z (01’ 82)‘7_'—(01' ay)k. (5.16)
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Podemos escribir la expresion de arriba en forma simbdlica como

L v 7 k
Vxf=1|0, 0, 0, ]|,
i o fs

donde 0, = 0/0x, etc.. Note que el rotacional de un campo vectorial es a su vez un
campo vectorial.
Ejemplo 5.23. Para f = (2% + 2, 2y + 22, 22 + y2 + 22) tenemos que
? 7 k
P 4+z oay+ 22 2?4y 2P
= (2(y—2),1—2z,y).
O

Un campo vectorial f se dice que es irrotacional si Vxf=0 El siguiente
resultado es consecuencia del Teorema (3.52):

Teorema 5.24. Sea f : R3 — R una funcién C*. EntoncesV x Vf =0, i.c., V[ es
irrotacional.

Mas adelante veremos que bajo ciertas condiciones, el converso de este resultado
también es cierto, i.e., si f es irrotacional, entonces f es el gradiente de un potencial.
Mas adelante tamblen veremos que el rotacional de un campo vectorial es una medida
de la rotacién local inducida por el campo vectorial.

Ejemplo 5.25. La nocién de rotacion a la que se hace alusién en el parrafo anterior,
se refiere a rotaciones locales aunque globalmente pueda haber algiin tipo de rotacion.
Por ejemplo, los campos vectoriales

. y — B
= (x2+y2’x2+y2)’ &= =)

ambos tienen curvas de flujo circulares que fluyen a favor de las manecillas del reloj,
pero

Vxf=0 , §x§:—2k,
ie., f es irrotacional pero g tiene rotacion local. Esto es, para f , una particula que
se mueva a lo largo de una curva de flujo, no rota en su propio eje segin se desplaza.
En la Figura (5.10) ilustramos el movimiento de una cruceta o paleta (en rojo) para
ambos campos vectoriales. Note que ambos casos hay una rotacion global alrededor
del origen pero la cruceta bajo el campo vectorial f no rota con respecto a su eje
central, mientras que la que se mueve bajo g si tiene rotacién respecto a dicho eje.
En la Seccién 5.3.2 explicamos como se genera el movimiento de la cruceta en estas
figuras. O
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Figura 5.10: Un campo vectorial irrotacional (izquierda) y otro que tiene rotacién
(derecha) aunque las curvas de flujo son circulares en ambos casos.

5.2.3 La divergencia de un campo vectorial
Para f : R? = R3 con f = (f1, fo, f3) definimos la divergencia de f por

divfzﬁ-F:%+%+%.
Ay 0z

Si divf = 0 decimos que f es incompresible. Note que divf es un campo escalar. Si
V(X*) es un elemento de volumen infinitesimal en X* y ¢(X*,t) es la curva de flujo

-

que pasa por X*, entonces (div f)(X*) mide la razén de cambio por unidad de tiempo
de V(X*) a lo largo de ¢(xX*,t). (Vea la Seccién 6.5.2.)

Ejemplo 5.26. Para los campos vectoriales del Ejemplo (5.25) tenemos que

.z 0 Y 0 —x
Ffo 9(_Yv Y, 9 (=% \_
div 8x<x2+y2)+8y(x2+y2) 0

L0 o,
divg = %(y)Jr&—y( r) =0,

i.e., ambos son incompresibles. O

Usando el Teorema 3.52 podemos verificar que el rotacional de cualquier campo
vectorial, es incompresible.

Teorema 5.27. Sea f : R3 — R3 un campo vectorial C%. Entonces V x f es incom-

presible, i.e.,

div (ﬁ X F) —0.
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En el siguiente teorema recogemos algunas de las propiedades de los operadores
rotacional, y divergencia.

Teorema 5.28. Sean f,g : R? - R, f,g : R3 — R3 campos escalares y vectoriales
respectivamente diferenciables. Entonces

i) div (f+ &) = divf + div g.

<
Nl
e,
=
<~
=
Il
kh
=
=<
T
+
rth
<
kh

iv) div(fxg) =g - (Vxf)—f-(Vxg).
5.2.4 Ladivergenciay el rotacional en coordenadas cilindricas
Sea f : R3 — R3 diferenciable y defina g por
g(r,0,2) = f(rcosd,rsend,z).
Tomando

F:(f17f2af3)7 g:(glag27g3)7 g,-(r,@,z) :fi(TCOSH,TSGHQ,Z),

y usando la regla de la cadena tenemos que

991 91 9g1 oh 9K ONh
or 90 92 oz Jy 0z
cos@ —rsenf 0
) ) ) ) d d
S0 Om O:2 | - % aiy? % senf rcosf 0
0 0 1
Og3 9g3 Ogs Ofs Ofs Ofs
or o0 0z oz oy 0z

donde los argumentos de Jf;/0x son (rcosd,rsenb, z), etc.. Podemos resolver esta
ecuacion matricial para la jacobiana de f de donde obtenemos que

o Oh O

3 9 9 991 O
9z oy 02 cos 5 — %sen@% sen 05 + %cos@% L
Ofs Of2 Ofe — g2 1 dg2 g2 | 1 992  Og2
or Oy s = | cosO%2 — -senf5z sen052 + ~cosO5r TE
Ofs  Ofs Ofs 995 _ 1 993 993 4 1 993 0gs
5 B s cos 052 — ssen 0% sen 052 + S cos57

Tenemos ahora que

diVF:COSH% — lseHH% + ne%jt%cose%jt%

o r a6 My, 90 oz
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Usando los vectores (3.8) podemos obtener que
1 = cosféE.(0)— senbéy(h),
g = senfé€.(0)+ cosbey(h).

De aqui tenemos ahora que

—

g(r,0,z) = f(rcosf,rsend,z),
gl(rv 97 Z) 7+ g2(ra 97 Z) J + 93(T7 97 Z)k7
= gT(T797 Z) éT(9> +g9(7’,‘9, Z) 69(9) +93(T,9,Z) k7

donde
gr(1,0,2) = g1(r,0,2)cosd + gs(r,0, z) sen b,
go(r,0,2) = —gi(r,0,2)sen + go(r,0, z) cos 6.
Es facil ver ahora que
.z 110 dge |  Ogs

El operador de la derecha de ésta ecuacion se conoce como la divergencia en coorde-
nadas cilindricas.

El rotacional en coordenadas cilindricas lo podemos calcular a partir de la definicién
(5.16) y la expresién de arriba para el jacobiano de f. En particular

= oz dgz 1 dgs  0go
Vxf = (sen@ar—i-rcosﬁae % )

cosf@—== — —senf—~ — sen0—— — —cosb—

or T 00 or r 00

< dg, 1 992 ogr 1 891) K
_ 1 (0gs O(rge)\ < (995 99r\ -
- 7‘( 0. )\ 9. )@

1

T

Esto lo podemos escribir en forma simbdlica como

€.(0) rep(d) k

Gr T30 93
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Cuando g(r, 6, z) es dado directamente en términos de sus componentes con respecto
a la base {€.(0),€y(0),k}, escribimos divg y V x & respectivamente en lugar de
divf y V x f en las ecuaciones (5.17) y (5.18). En forma similar se pueden obtener
expresiones para la divergencia y rotacional en coordenadas esféricas.

Ejemplo 5.29. Para el campo vectorial
g(r,0,2) = (rzcos’f+r?send)&. ()
+(r? cos ) — rzcos O sen 0)&y () 4 2 cos fsen O k,

calculamos divg y V x g. Usando (5.17) tenemos que

. 1[0 0
divg = ol b ( 20820 + 13 sené’) + % (7“2 cosf — rzcosé’sen@)
= 2+ 2rsen6.

Para el rotacional usamos (5.18):

—

Vxg = r(cos20+ senfcosf)é,(6)
—r(sen 20 — cos® 0)&(0) + 2r cos Ok.

5.3 Aplicaciones

Vamos ahora a discutir varias aplicaciones de los conceptos de curvas y campos vecto-
riales discutidos hasta el momento. Entre otros, estudiaremos el problema clasico de
dos cuerpos y las leyes de Kepler. También discutiremos el movimiento de particulas
en campos conservativos donde veremos que la energia total en estos sistemas se con-
serva y estudiaremos la “estabilidad” de los estados de equilibrio de estos sistemas.
El enfoque en esta seccién no es tanto a la solucién de problemas especificos pero si en
el uso del analisis vectorial en la obtencion o derivacién de las ecuaciones principales
en cada caso.

5.3.1 El problema de dos cuerpos

Consideramos el problema del movimiento de dos cuerpos en R?® de masas m; y mo.
Sean &(t) y m(t) los vectores de posicién de my y mg respectivamente. Entonces
de acuerdo a la ley de gravitaciéon de Newton y por la segunda ley de movimiento,
podemos escribir que:

d2 € (t) Gm1m2

m = T e (€0~ ). (5.192)
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d2 T)(t) Gm1m2
mo——o—= = () — n(t)). 5.19b
A re® - nop 1) (>190)
Si sumamos ambas ecuaciones obtenemos que:
d*&(t) d’n(t) =
e T ge 0
lo cual después de dos integraciones con respecto a t nos da que:

m1€(t) +mam(t) =ta+ B, (5.20)

1

para algunos vectores a, 3 € R?® que se determinan a partir de las condiciones
iniciales!. El centro de masa del sistema de las dos masas estd dado por:

Eu(t) = % (my £(6) + mam(t), M = my +ms.

Tenemos pues a partir de (5.20) que
Mcy(t) =ta+ B, (5.21)
lo cual representa la ecuacién de una recta en R3. Tenemos pues el resultado de que
el centro de masa del sistema se mueve en una linea recta con una veloci-
dad constante de (1/M) c.
Movimiento relativo al centro de masa

Si definimos
Xi(t) = &(t) —cu(t), Xa(t) = n(t) —Cu(?),

entonces de (5.19) y (5.21) obtenemos que

d?x (t) _ Gmims 2 . )
™M= T TR s ol %d) (5.22a)
PR Gmme
SEFTE %@ —fz(t)II?’( 1(t) 2(1))- (5.22Db)

Combinando (5.20) y (5.21) tenemos que
mlil (t) + mgig(t) = 6,

lo cual simplemente confirma que el centro de masa es ahora el origen.

'El problema de valor inicial para (5.19) especifica doce condiciones entre las posiciones y veloci-
dades iniciales de m1 y mo. Los vectores «, B representa seis constantes de integracion, faltando
aun otras seis, las cuales se determinan a partir de las condiciones iniciales.
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Movimiento con respecto a una de las masas

Tomando
X(t) = X1 (t) — Xa(t),

y usando (5.22), tenemos que

d?x(t) GM

iz~ RopE

(5.23)

Estas ecuaciones describen el movimiento de m; con respecto a my. Tomando el
producto cruz a ambos lados de esta ecuacién con X(t) obtenemos que:

d2X(t)

X(t) x = 0.
Como (vea el Ejercicio (5.3))
d [, dX(t)] . d?x(t)
T {x(t) S ] = X(t) % STERR
entonces tenemos de la ecuacién anterior que
dx(t
(1) x Z§s> — 3 (5.24)

para algin a € R3. Observe que en adicién, X(¢) es perpendicular al lado izquierdo
de la ecuacion anterior por lo que podemos concluir que:

a-x(t)=0. (5.25)
Esto es,

el movimiento de la masa mq con respecto a my se mantiene en un plano
que contiene mo en la posicion del origen.

Podemos pues suponer que las coordenadas se pueden seleccionar de modo que
X(t) = (z(t),y(t)). En este caso (5.24) reduce a

x(t)di—(tt) - y(t)dzgf) ~ . (5.26)

Introduciendo las coordenadas polares:

x(t) =r(t)cosb(t), y(t)=r(t)send(t), (5.27)
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tenemos que

dzit) = cosf(t) dz{_it) —7r(t)sen0(t) %(tt),
dy(t) dr(t) de(t)
5 = Sen 0(t) i + r(t) cos Q(t)w.

Si sustituimos esto en (5.26), luego de simplificar obtenemos que

ﬂt)%t) = . (5.28)

Si A(t) representa el area cubierta en tiempo ¢ por el vector de posicién X(t), entonces
un resultado de célculo? nos dice que

0
Combinando esto con (5.28) obtenemos que dA(t)/dt es constante, i.e.,
2A(t) = cot + d. (5.29)
A partir de ésta ecuacion, podemos concluir que:

el drea cubierta por el vector de posicion X(t) en un intervalo de tiempo
At, es proporcional a At.

Tomando el producto punto a ambos lados de (5.23) con dX(t)/dt obtenemos que:

dx(t) d*X(t) __ GMm (1) dx(t)
dt dt? 1%(t)] dt

Si usamos los resultados del Ejercicio (5.3), partes (b,c), en la ecuacién anterior, e
integramos una vez con respecto a t, obtenemos que
dx(t) 2 2GM

I= 1" = EOTRG (5.30)

Esto demuestra que:

el cuadrado de la rapidez de my con respecto a msy es inversamente pro-
porcional a la distancia entre las masas.

2Vea el Ejemplo (8.7), en particular la formula (8.2).
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Si sustituimos (5.27) en (5.30), luego de simplificar obtenemos que

(50 s (B2 222,

dr drdé

dt — dodr’

podemos escribir la ecuacion anterior como:

dt aw) T T e T
Si usamos ahora (5.28) para eliminar df/dt, obtenemos la siguiente ecuacién diferen-
cial (separable) para r(f):

Escribiendo

dr 7
- _ 2 _ 2
0 CO\/Clr +2GMr — cg.

Separando las variable y completando el cuadrado en el denominador, podemos es-
cribir esta ecuacién como:

d@ _ Cod’r’ .
2¢G%F Cb GM)2
r —ta—|———
cH r Co
Esto tiene la forma
—du
df = ——,
Va2 — u2
donde
U=——-—-—, a = s— T

Tenemos pues que
U
0 = cos™? (—) + o,
a

que en términos de r se puede escribir como:

2
r= <COQC;A4) . (5.31)
CnC1
1+ 1+G2°M2

cos(f — c3)
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Esta ecuacién representa una seccién conica en coordenadas polares. En general, la

ecuacion
p

"= 1+ ecos(f —w)’
representa la ecuacién en coordenadas polares de una secciéon conica con el origen en
el foco derecho y donde p es un pardmetro, w es el dngulo entre el eje polar (eje de
x) y el eje mayor de la conica. El paramétro e > 0 se llama la excentricidad de la
céHnica y la curva es:

(5.32)

e una elipse si e < 1 (un circulo si e = 0);
e una parabola si e = 1;
e una hipérbola si e > 1.

Asi que:

el movimiento de my con respecto a mo es una elipse, o pardbola, o
hipérbola con ms en un foco.

Para (5.31) tenemos que

2 2
P=ar TV T eap YT

Note que tenemos elipse, parabola, o hipérbola precisamente cuando ¢; < 0, ¢; = 0,
o c¢; > 0 respectivamente.

5.3.2 Dinamica de sistemas de particulas: cuerpos rigidos

Sean mq,my, ..., m, masas punto que ocupan las posiciones Tj,Ts,...,F, € R3.
Aunque no lo indicamos explicitamente, suponemos que las r;’s son funciones del
tiempo. Suponemos que sobre la particula ¢, 1 <17 < n, se ejerce una fuerza externa
fert v fuerzas internas E-i;”, j =1,...,n, donde fi" = 0. Entonces de acuerdo a la
segunda ley de Newton tenemos que

i=1,...,n. (5.33)

(/I

szz _ F'iext + Z Eint
j=1
El centro de masa® del sistema de particulas se define por

i=1 i=1

3El centro de masa representa el punto en el espacio con respecto al ctal el sistema de masas
queda balanceado, i.e., la tendencia a rotar es cero.
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donde m es la masa total del sistema. Es facil ver ahora, usando (5.33), que

n

mr, =Y £, (5.35)

i=1

donde usamos que por la ley de acciéon y reaccién de Newton

Z Z fznt 6

i=1 j=1

El momento angular de la i—esima particula con respecto al centro de masa T
esta dado por:

De aqui tenemos que

Usando esto tenemos que si L = > L; es el momento angular total del sistema,
entonces

L= (F—F) x mifi — T, x mi, = » (T — ) x £ (5.36)

Para esta ultima ecuaciéon usamos que como f}}‘t es paralelo a T; — T; y también que

£l fint — f;ft, entonces

)DPSLEEIRL

=1 j5=1

Sistemas rigidos

El sistema de particulas es rigido si existe un vector w, llamado el vector de velocidad
angular, tal que

Note que esto implica que la distancia entre cualesquiera dos de las masas asi como
la distancia de cualquiera de las masas al centro de masa, son contantes con respecto
al tiempo. Sea

= -

p; =T; — T,
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Usando (5.37) tenemos ahora que
L= ek (ot wx o),
i=1

= Zmipi X?C+Zmi U|Pi||2‘-'-’_ (w- pi)pi]v

i=1 i=1

= Zmipi X T + <Zmz [l p:lI’E — p; ® PJ) w,

i=1 =1

donde E es la matriz identidad 3 x 3y a®b representa el producto didadico de los
vectores & y b. La matriz

1=> m; [ pll’E - p,© p)] (5.38)

i=1

se llama el tensor de inercia*. Es facil ver que Y . m; p; X T. es constante (es decir
tiene derivada con respecto al tiempo igual a cero), por lo que
d

T
dt[ W]

Combinando esto con (5.36) llegamos a que

%ﬂw%:;}ﬂ—ﬁgx%@ (5.39)
Ejemplo 5.30. Consideramos el caso del movimiento en un plano de una paleta o
cruceta en un campo de velocidades \7(}?) especificado. La cruceta consiste de un
sistema de dos barras de masa descartable y del mismo largo 2¢ cada una, colocadas
de forma perpendicular formando una “X”, y con cuatro masas punto (de masa m
cada una) en los extremos de las barras (vea la Figura 5.11). Definimos segin la

figura:

1(#) = cosfar+ senfy,
() = —senf1+ cosfy,
(0) —€1(0), €s(0) = —€,(0),

Pl oL

Bl

por lo que

4Las entradas diagonales de I se llaman los momentos de inercia y las no-diagonales los producctos
de inercia del sistema de particulas.
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m

&(0)

Figura 5.11: Una paleta o cruceta que consiste de dos barras de masa descartable y
cuatro masas idénticas.

pZ:£éZ’ Z:1,74
Como el movimiento es un plano, tenemos que
_de
Codt

Ya que estamos especificando un campo de velocidades y no uno de fuerzas, hay que
modificar un tanto las ecuaciones que obtuvimos antes. Primeramente observamos
que la ecuacion de movimiento del centro de masa es simplemente:

w=wk, w

r, = V(F.). (5.40)

La ecuacion del momento angular total esta dada ahora por:
4 . 4

L= Z p; X mr; = Z p; X mV (r;),
i=1 i=1

donde usamos que ¥ = \7(1_"'@) Por otro lado, como r; = r. + (€;(0), tenemos también
que

4 ‘ 4
L= 06&(0) x m(r, + (w&(0)) = ml* ) " &(0) x &(0) = 4mlwk.
i=1

1=1
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Igualando este resultado con el anterior y usando que w = 6, llegamos a que

20 = 1Z(pl. x V(§;)) - k. (5.41)

i=1

A partir de la posicion inicial del centro de masa y el dangulo inicial 6(0), las ecuaciones
(5.40) y (5.41) se pueden utilizar para determinar la posicién y orientaciéon de la
cruceta en cualquier tiempo futuro. Usando estas ecuaciones fue que se generd el
movimiento de las crucetas en la Figura 5.10. O

5.3.3 Movimiento de particulas en campos conservativos

Sea f: U C ]R3 — R3 un campo vectorlal que pudiera representar una cierta fuerza.
Decimos que f es conservativo si f = —VV donde V : U C R3 — R se conoce como
el potencial escalar. De acuerdo a la segunda ley de Newton, una masa m se mueve
en el campo de fuerza f a lo largo de una curva o, donde ésta curva es solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales

mao”(t) = =VV(ea(t)). (5.42)
Multiplicando (interiormente) ambos lados de ésta ecuacién por o’ obtenemos que:
mao’(t)- o' (t) = =VV(a(t)) - o' (t).
Usando la regla de la cadena tenemos que esto es equivalente a:

d |1

S lsma't) - o0+ V(aw)| =0,

de donde obtenemos que

%m” o' (t)||> + V(eo(t)) = constante. (5.43)
El primer termino a la izquierda de esta ecuacion se conoce como la energia cinética y
el segundo termino se llama la energia potencial. Esta ecuacion lo que expresa es que
la energia total del sistema se mantiene constante para todo tiempo. Esto se conoce
como el principio de conservacion de energia.

Un punto Xy € U es un punto critico de fsif (Xo) = 0. Un punto critico X, se

dice que es estable si para todo € > 0, existen 51, 02 > 0 tal que cualquier solucién
o(t) de (5.42) con o(0) € Dy, (Xo), (0) € D;,(0), entonces

o(t) € D.(%X), o'(t)e D.(0), t>0.
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Note que si f es conservativo con f = —VV, entonces los puntos criticos de f
coinciden con los puntos criticos de V', esto es los candidatos a maximos o minimos
relativos de V. Tenemos ademas que:

Teorema 5.31. Sea Xy un punto critico del campo vectorial f = —VV donde V tiene
un minimo relativo. Entonces Xy es un punto critico estable de (5.42).

Demostracion: Usando (5.43) podemos escribir que:

Sl O+ V(o) = smll O + V(o) Ye.  (5.44)

Como X( es un minimo relativo, existe un € > 0 tal que
V()Z) > V(io), X 7& io, X € De(io)
Sea,

v= min (V(X)—V(Xp)).

%€dD. (Xo)

Note que v > 0. Como V es continua, ya que es diferenciable, entonces podemos
seleccionar o (0) de modo que

V(e(0)) — V(X)) < min {% @} ., o0(0) € D(Xo). (5.45)

Suponemos ademas que
/ 2 2y €
| e’ (0)|]* < mm{gm, 5 } . (5.46)

Note que de (5.44) y restando V' (X,) en ambos lados, tenemos que

—_

V(a(t) = V(%) < omll o’ (0)* + V(e(0) - V(X), V.

2

Si o sale de D.(X;), entonces existe un t* tal que o (t*) € 0D.(Xp). Utilizando esto
en la desigualdad anterior tendriamos que

T<V(e(t) - V(X)) < 1o (0)]1* + V(e(0) — V(o)

3

1
2
1 v
: (5””9( )*5
1 +1 2 _

lo cual es una contradicciéon. Asi que o (t) € D.(X,) para todo t.
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pared " r s pared

Figura 5.12: Sistema de dos masas mq, msy y tres resortes r;, i = 1,2,3 que ejercen
fuerzas de acuerdo al modelo (5.47).

Como ahora V(o (t)) > V(Xy) para todo ¢, tenemos de (5.44) y restando V(Xy)
en ambos lados que

Sl D7 < Smll e O+ V(a(0) - Vi)

_ 1 g2 _I_m&t2 1 2
—m| = —=Im
2 2 4 2 ’

o' (t)]| <e, Vit

esto es:

O

Ejemplo 5.32. Consideramos el problema de un sistema de dos masas my, mso sujetas
a tres resortes segin se muestra en la Figura (5.12). Suponemos que las fuerzas de
los resortes estan dadas por el modelo nolineal:

fi(x) = —kx + Bix®, i=1,2,3, (5.47)

donde k; > 0y B, € R, i = 1,2,3 y x representa el alargamiento del resorte en
cuestién. El resorte i se dice que es duro si 5; < 0y se llama suave si 3; > 0. Si x;(t)
denota el desplazamiento de la masa m;, i=1,2, entonces usando la segunda ley de
Newton obtenemos que:

m D = hoaalt) — 21(0) - Ba(oatt) — 1))
—]{5125'1 (t) + lel (t)3, (548&)
D = halaalt) = 0 0) + alaalt) — a0
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Note que el lado derecho de este sistema se puede escribir como —6‘/(1’1, x9) donde

1 1 1 1
V(l’l,l’g) = 5 ]{31113'% — Z ﬁll’il + 5 k‘gl’g — Z 531’%
1 1
+§ ko(zg — I1)2 y Ba(xe — $1)47

de modo que el sistema (5.48) es conservativo. Los puntos criticos son las soluciones
del sistema:

]{ZQ(LUQ — ZL’l) — BQ(IQ — ZL’l)g - ]{71.]71 + BliE'? = O, (549&)
—]{32(1’2 — 1'1) + 52(1’2 — 1'1)3 — ]{33113'2 + 531’3 = 0. (549b)

Claramente (0, 0) es una solucién de este sistema, aunque no necesariamente la tinica.
(Vea el Ejercicio (5.34).) La Hessiana de V' (z1,x2) en el punto (0,0) es:

o Bit ke =k
HV(070> - ( —k‘g k‘g—l—k‘g ) )

la cual es positiva definida. Por lo tanto (0,0) es un minimo relativo de V' y por el
Teorema (5.31) es un punto critico estable del sistema (5.48). O

5.3.4 La ecuacién de onda nolineal

En esta secciéon vamos a discutir una derivacién de la ecuacion de onda partiendo
de los principios de la mecénica de los medios continuos. Esta derivacién corrige o
justifica rigurosamente muchas de las hipétesis hechas en las derivaciones clasicas de
dicha ecuacién. (Vea Antman (1980) para més detalles.)

Consideramos una cuerda que inicialmente ocupa el intervalo [0,1], lo que lla-
mamos la configuracién de referencia®. Denotamos por r(z,t) la posicién en tiempo
t de la particula que ocupa la posicién (z,0) en la configuracién de referencia. Sean

n(x,t) la fuerza de contacto que ejerce el segmento [z, 1] de la cuerda sobre el seg-
mento [0, z].

f(x,t) una fuerza externa por unidad de largo en la configuracién de referencia.

p(x) la densidad lineal (masa por unidad de largo) en el punto x. Usualmente p(z) se
toma como pA(z) donde p es una constante y A(x) denota el drea de la seccién
transversal a la cuerda en el punto z.

SEl intervalo [0, 1] puede pensarse también como la configuracién inicial de la linea de centroides
de la cuerda.



5.3. APLICACIONES 147

Si x1, x5 son puntos en la cuerda con x; < xs, tenemos ahora usando la segunda ley
de Newton que

d [

T p(z)t(z,t) dz. (5.50)

T2 5
n(zg,t) — 0wy, 1) +/ f(x,t)da

1

Si diferenciamos esta ecuacion en ambos lados con respecto a xo y ponemos xo = x
obtenemos la versién basica de la ecuacién de onda nolineal:

i, (2, 1) + £(x,t) = p(2)Tu(z, t). (5.51)
Se dice que el material de la cuerda es eldstico nolineal si existe una funcion
(0,00) x [0,1] 5 (v,2) = N(v, z),

tal que

(e, 1) = N(|E. (2, O], ) 280 (5.52)

La condicién de que un segmento de la cuerda no pueda ser reducido a cero durante
la deformacién se recoge con la restriccion:

T (z,t)]] >0, V(x,t). (5.53)

Unas condiciones razonables desde el punto de vista fisico que debe satisfacer la
funcion N son:

i) N,(v,z) > 0, para todo (v, z);

)
ii)
iii)

)

N,

N(v,x) — oo segin v — oo, z fijo;
N(v,z) = —o0 segtin v — 01, x fijo;
N

iv) N(1,z) = 0 para toda x.

Podemos ahora especificar la forma o deformacién inicial de la cuerda y la veloci-
dad inicial de la cuerda de la siguiente forma:

r(z,0) =u(z), r(z,0)=v(z), xe€]|0,1]. (5.54)
También podemos especificar condiciones de frontera como por ejemplo que:

£(0,t) =0, ©(1,t)=bs, t>0. (5.55)
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Si suponemos que la funcién N es lineal en v (note que esto no es consistente con
la condicién (iii) dada antes), es decir

N(v,z) = B(z)v, B(x) >0,
entonces (5.51) reduce a
(B(2)Ts(z, 1)), + F(z,t) = p(x)Fu(z,t). (5.56)
Si en adicién, By p son constantes, entonces con ¢> = B/py F=f /p tenemos que

(2, 1) — Az, t) = F(a, ). (5.57)

—

Sean T = (ry,79), F = (F1, F3), U = (u1,u2), y V = (v1,v2). Entonces (5.57), (5.54),
y (5.55) reducen a:

Pigt (T, 1) = Prige(w,t) = Fia,t), i=1,2,
ri(x,0) = u;(z), 1ri(z,0) =v(x), 1=1,2,
ri(O,t):O, i:1,2, Tl(l,t):b, T2(1,t):0.
Siu, =v; =0y F; =0, entonces el movimiento seria puramente transversal. Note

que esto requiere que N sea lineal en v lo cual es inconsistente con el requerimiento
(iii) en N.

5.3.5 El problema de la Braquistocrona

Este problema consiste en determinar la forma de una curva que une a dos puntos
dados, uno méas bajo que el otro, por la cual una masa m se desliza sin friccion y bajo
efecto de la fuerza de gravedad en el tiempo minimo. Suponemos para simplificar que
la curva es plana, que el punto inicial estd en el origen, y que el otro estd en (a,b).

Sea o : [0,1] — R? la curva que buscamos, donde o (7) = (x(7),y(7)) y con
2(0)=0, z(l)=a, y(0)=0, y(1)=0. (5.58)

La funcién de largo de arco esta dada por:

i(r) = / TEE T YR de.

Siv(T) representa la rapidez de la masa cuando ésta se encuentra en el punto (x(7), y(7)),
entonces el tiempo total de recorrido esta dado por

(o] = /0 1 i((:)) dr.
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Note que o’'(17) = (2/(7),y' (7)) no representa la velocidad de la masa ya que T no
mide necesariamente tiempo. Asi que v(7) # || 6/(7)||. Podemos hallar una expresién
para v(7) usando que como no hay friccién, la energia total del sistema se conserva.
Esta energia esta dada en todo momento por la suma de la energia cinética y la
potencial, esto es

1
5 mv?(T) + mgy(T) = constante,

donde g representa la constante de la acelaracion de la gravedad. Suponiendo que
v(0) = vy > 0 y como y(0) = 0, la constante de arriba tiene que ser (1/2)muvg de
donde obtenemos que

v(7) = /g — 29y(7).
Sustituyendo esta expresion en la del integral para el tiempo total obtenemos que

T[o] = /01 \/x;fg)z AU (5.59)

— 2gy(T)

El problema de la braquistocrona consiste en hallar la curva o que minimiza a 7' o]
sujeto a las condiciones de frontera (5.58). Las condiciones necesarias para que una
curva o sea un minimo del funcional de tiempo (5.59), se llaman las ecuaciones de
Euler-Lagrange, que para este problema estan dadas por:

z'(7)
V(T +y(7)2/vf — 29y(7)

2 /() N GG
dr [\/93'(7)2 +y/(7)2/ 08 — ng(f)] (V2 — 2gy(r))3/2" (5.61)

donde ¢; es una constante de integracion. Suponiendo que c¢; # 0, podemos utilizar

(5.60) para simplificar (5.61) a:
v\
v (5 ]

d [y'(7) 2,1
L8] - gt
Si 6(7) representa el dngulo que hace o’(7) con la horizontal, entonces y/'(7)/2' (1) =
tan 0(7), y la ecuacién anterior reduce a:

= (q, (560)

L fan 607 = ') [1 + e 0]

Si suponemos que z/(7) > 0 para todo 7, entonces ésta ecuaciéon implica que tan 6(7)
es creciente, o lo mismo, que #(7) es creciente por lo que podemos usar a 6 como
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parametrizacién para la curva o. Asi que poniendo 6y = 0(0), 6; = (1), y escribiendo
6 en lugar de 7, tenemos que la ecuacién anterior simplifica a cos?§ = gc22’(0), que
luego de integrar nos da que:

1

() = —=(2(0 — 6y) + sen 20 — sen 20,), (5.62)
dgcy

donde usamos que z(6y) = 0. Como y'(0) = 2'(0) tan @, tenemos que
1
- 2g¢t gt

y(0) (sen?0 — sen?6y) = %(cos 20y — cos 20), (5.63)

donde usamos que y(fy) = 0. La curva que describen las ecuaciones (5.62), (5.63) se
llama un cicloide. Aplicando ahora las condiciones (5.58) en el punto final (a,b), y
evaluando (5.60) en 6y, tenemos que

1
@(2(«91 —0y) + sen260; — sen2fy) = a, (5.64a)
1
1
F(COS 20y — cos20,) = b, (5.64Db)
9
1 cosy = . (5.64c¢)
C1

Se puede verificar ahora que si v3 > 2gb, éstas ecuaciones tienen solucién tnica

0o, 01,c1. Se puede verificar también que el cicloide resultante es un minimo del
funcional de tiempo (5.59).

5.4 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Halle el largo de la curva:
a) o(t)=2t1+12 5+ (Int)k para 1 <t < 2.
b) ¥(t) = (ef,e7, /2 t) para 0 < t < 1.

Ejercicio 5.2. Halle una ecuacién para la recta tangente a la curva o(t) = e* 1 +
2v/2¢! 3 + 2tk en el punto a(0).

Ejercicio 5.3. Para una curva X(t) con dos derivadas continuas, verifique las identi-
dades:

d [, dx(t)]
a) T {x(t) X F} = X(t) X R
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by AR _ gy 350)
d dx() ) AR A=)
o) IS =2 S8

Ejercicio 5.4. Para la curva o(t) = (¢, (v/6/2)t2,t%), —1 <t < 1, halle:

a) La velocidad V(t), aceleracién a(t), y el vector tangente unitario T(¢).
b) La ecuacién de la recta tangente a la curva cuando ¢ = 2.

c) El largo de la curva o.

d) La funcién de largo de arco para o.

e) La funcién de curvatura de o.

Ejercicio 5.5. Para la curva r(t) = (¢, t2) donde t € R, calcule el vector tangente
unitario T(#) y el vector normal unitario N(%).

Ejercicio 5.6. Halle todos los puntos en la elipse 422 + 9y? = 36 en los cuales la
curvatura es maxima 6 minima. Ayuda: La elipse se puede parametrizar mediante
r(t) = (3cost,2sent), 0 <t < 2.

Ejercicio 5.7. Considere la curva X(t) = e cos(bt) ¢ + e* sin(bt) 3 + ¢*’k donde a, b
son numeros reales dados.

a) Halle la funcién del largo de arco s = ().

b) Exprese la curva original en términos del largo de arco s. Ayuda: Si t = #(s) es
la funcién inversa de $(t), entonces halle la curva X(s) = %((s)).

Ejercicio 5.8. Calcule las funciones de curvatura y torsién para la curva X(t) =
(sint —tcost)e+ (cost + tsint) g+ 2k, t > 0.

Ejercicio 5.9. Sea f : R — R una funcién con dos derivadas continuas (f’, f” existen
y son continuas). La gréfica de f se puede parametrizar con la curva ¥(z) = (z, f(x)).
Verifique que la curvatura de r(-) estd dada por:

@l
1+ (f/(2))4*?

r() =
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Ejercicio 5.10. Defina la curva r(s) = (z(s), y(s)) por:

o(9)= [ cosgltrat. (s = [ sengle)e

donde g es una funcién diferenciable.
a) Verifique que el pardmetro s es precisamente él de largo de arco.
b) Halle la funcién de curvatura k(s) para r.

c¢) Usando estos resultados, explique como es posible construir una curva plana r con
una funcién (no negativa) de curvatura pre—especificada.

d) Escriba las ecuaciones para una curva plana cuya funcién de curvatura estd dada
por k(s) = s2.

Ejercicio 5.11. Verifique que si o : [a,0] — R? es una curva C® tal que o/(t) # 0
para todo t € [a, b], entonces

T ()|

V@Ol

donde ¥(t) = o’(t) y T(t) = (1/|| &' (1)) & (£).

K(t) =

Ejercicio 5.12. Usando la definicién de torsién en (5.12), verifique la correspondiente
formula para 7(t) en la Proposicién 5.12. Asuma que la parametrizacién o : [a,b] —
R3 de la curva es C3.

Ejercicio 5.13. Verifique que si o(t) = [z(t), y(t),0]” donde t € [a,b] y x(-),y(-) son
funciones C?, entonces 7(t) = 0 para toda t € [a, b].

Ejercicio 5.14. Calcule las funciones de curvatura y torsién para la curva o(t) =
(cost, sent,t), t € R.

Ejercicio 5.15. Sean d; : la,b] — R3, ¢ = 1,2,3, curvas diferenciables tal que para
cada t € [a, b], los vectores {al(t), ds(t), &3(t)} son perpendiculares entre si, de largo

uno, y satisfacen que:

— — — - —

di(t) = dso(t) x ds(t), da(t) =ds(t) x di(t), ds(t) =di(t) x da(?).

Defina la funcién w(-) por:
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a) Verifique que
w(t) x d;(t) =dit), telab],

para ¢ = 1,2,3. La curva w se llama el vector de curvatura asociado a la triada
{al7 &27 33} .

b) Suponga que t = s donde s es el pardmetro de largo de arco para la curva ) :
[0, L] — R3, y que d, = N,, d, = B,, ds = T, donde {TG,NG,EQ} es la base de

Frenet correspondiente a (-). Verifique que en este caso:
w(s) = i(s)Ba(s) + 7(s)Ta(s), s€0,L].
La curva w en este contexto se llama el vector de Darbouzx.

Ejercicio 5.16. Verifique que la curva

1 et
t) = [ [
o) = (015).

es un paso de flujo del campo vectorial
].3(26‘, Y, Z) = (xzv 07 Z(l + LU))
Ejercicio 5.17. Considere el campo vectorial F(x, y)=—2z1+ 3.

a) Verifique que f es un campo conservativo. Esto es, halle una funcién f(z,y) tal
que f = V.

b) Halle las curvas equipotenciales de f Haga un diagrama de éstas curvas.
¢) Usando la parte anterior, haga un trazado del campo vectorial £,

Ejercicio 5.18. Considere el campo vectorial F(x, y,z) = 2x 1+ 2y 3 — 3k. Verifique
que f es un campo conservativo. Esto es, halle una funcién f(z,y, z) tal que f = V f.

Ejercicio 5.19. Para el campo vectorial

N B —x —y
F(z,y) = (@ 1 2) t+ (@2 + g2z b

calcule divF y clasifique a F como comprimible ¢ incomprimible.
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Ejercicio 5.20. Para el campo vectorial
_ 1
F(x7yvz): (_E7_y7_) )

halle la divergencia y el rotacional. Determine si el campo es o no comprimible o
irrotacional.

Ejercicio 5.21. Calcule el rotacional de

ﬁ(x, y,2) =xz 1+ ay’z 3— ek
Ejercicio 5.22. Para f(z,y, 2) = zyz 1—e” cos x 3+xy>2°k, verifique que div (Vxf) =
0.

Ejercicio 5.23. Para el campo vectorial

B(z,y,z2) = 1+ ,
(y:2)= st T Y
verifique que é(z,y,z) = —%ln(x2 + y?)k es un potencial vectorial para B, ie.,
B=VxG.

. 2 2 1
F(%y,z) = <_x_7_y_7 _) .

Ejercicio 5.25. Calcule la divergencia del campo vectorial
f(z,y,2) = zcos(e”’) 1+ V22 + 1 7+ ¢ sin(32)k.
Ejercicio 5.26. Calcule el rotacional del campo vectorial
f(x,y,2) = (cosyz — x) 1+ (coszz — y) 3 + (cos zy — 2)k.
Ejercicio 5.27. Sear =zt +yg+zky r = ||r].

a) Halle div (r"F) y V x (r"F), donde n > 1 es un entero dado.

b) Verifique que
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Ejercicio 5.28. Sean f : R® — R una funcién C?, y f: R3 — R3 un campo vectorial
C'. Dado que f = (f1, fa, f3), verifique que

-,

0 0 -
8_x(f2 + fyfs) — 8_y(f1 + fuf3) = (V < £) - (= fo, = £y, 1),

donde los argumentos de fi, fa, f3 son (z,y, f(z,y)) y los de f,, f, son (x,y).

Ejercicio 5.29. Sea u : R” — R una funcién C?. Verifique que

diV( ) Au_zﬁxk

El operador A se llama el Laplaciano.

Ejercicio 5.30. Sean f,¢g: R3 = R, f, g : R3 — R3 campos escalares y vectoriales
respectivamente diferenciables. Verifique las identidades:

a) div (f+ g) = divf + div g.

e) V x (V x f) = V(divf) — Af, donde Af = (Afy, Afy, Afs)L.
(Vea el Ejercicio 5.29.)

Ejercicio 5.31. Sea 1 : R” — R” una funcién C2. Verifique que
div [adj(Du)u] = n det Du. (5.65)

Nota: Para una matriz A de tamafno n x n, adj(A) representa el adjunto o adjunta
de la matriz A y consiste de la transpuesta de la matriz de cofactores de A.

Ejercicio 5.32. En el texto, el operador divergencia se definié para campos vecto-
riales. Si F' @ R™ — R™™ es un campo matricial con F(X) = (F;;(X)), entonces la
divergencia de F' se define por:

div F(X

oF;;
Z 8xj

(Note que la divergencia de un campo matricial es un campo vectorial.) Para u :
R™ — R™ una funcién C?, verifique que

div [adj(Dd)!] = 0.
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Ejercicio 5.33. Suponga que f : R® — R3 es C'!. Usando que la matriz Df — (Df)*
es anti-simétrica y el resultado del Ejercicio 1.33, verifique que

(Df — (DE) )V = (V x f) x ¥, veR
Ejercicio 5.34. Considere el sistema (5.49) en el caso en que x; = x9 = .

a) Verifique que en este caso el sistema tiene soluciéon x # 0 si y solo si

ki ks

B By

_ 4k
SL’—:E\/;.

b) Determine las condiciones bajo las cuales el punto critico x; = x, x5 = x es estable.
Halle valores especificos de los k;’s y los 3;’s que satisfagan éstas condiciones.

en cual caso

Ejercicio 5.35. Considere un sistema de n masas punto my, ms, ..., m, que ocupan
las posiciones T, T, ..., T, € R3 y centro de masa T. (cf. (5.34)).
a) Si el sistema estd sujeto a fuerzas internas /7, 4,5 = 1,...,n, donde £ = 0,

verifique que:

zn: Zn:(ﬂ- — 1) x £ =0,

i=1 j=1
Fint 2 2 2 A Fint _ _ fint
Use que £i7 es paralelo a r; — r; y también que ;" = —{7".

b) Verifique que a partir de (5.37) se obtiene que

d d
EHH—WH =0, Eﬂri—rc” =0,
para 7,7 = 1,...,n. Esto es, en un sistema de masas rigido, la distancia entre

cualesquiera dos de las masas del sistema, asi como la distancia de cualquiera de
las masas al centro de masa, son contantes con respecto al tiempo.

c¢) Verifique que
d | < ' ~
T [Z m;(F; — £,) X f’] = 0.
i=1

Ejercicio 5.36. Considere el problema del movimiento de una cruceta descrito en el
Ejemplo 5.30.
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a) Verifique que el tensor de inercia (5.38) en este problema estd dado por:

oml? 0 0
I= 0 2mi? 0
0 0 4me?

b) A partir de la condicién (5.37) para un sistema rigido, verifique que

df

=wk =—.
ww,wdt

Ayuda: Verifique primero a partir de (5.37) que

w x & (0) = we(0), wx &) =—wé& ().
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Capitulo 6

Integracion Maultiple

En este capitulo estudiamos el concepto de integracién para funciones de varias va-
riables; en particular los casos de dos y tres variables. Definimos primero estos in-
tegrales para regiones simples llamadas “cajas”, y luego lo extenderemos a regiones
mas generales aun. Veremos el Teorema de Fubini el cual es la herramienta béasica
para calcular estos integrales multiples, reduciéndolos a integraciones sucesivas de
una variable. Estudiaremos también el teorema de cambio de variables con el cual
podemos reducir o convertir integrales bastante complejos a otros mucho mas simples.

6.1 Definicién de la integral: regiones rectangu-
lares

Consideramos primero el caso de una funciéon de dos variables f definida sobre el
rectangulo:
R=a,b] x [c,d] ={(z,y) :a<x<b, c<y<d}.

Sean {zo, x1,...,Zn}, {Y0,Y1,-..,Ym} particiones de [a, b], [c, d] respectivamente, i.e.,
a=xg< 1< <xp=0b c=yg<y <---<yYm,=d.
Definimos los subrectangulos {R;;} por
Ry = oo, 2] X [yj—1,5), 1<i<n, 1<j<m.

Note que
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(a) Particién P de (a,b) x (¢, d). (b) Una de las cajas cuyos volimenes se suman al
calcular una suma de Riemann.

Figura 6.1: Componentes de una suma de Riemann.

El conjunto

se llama una particion del rectangulo R. (Vea la Figura 6.1a.) Sean {C;;}, nm puntos
tal que
Cij = (73;,y;;) € Ry, 1<i<n, 1<j<m,

En la Figura 6.1b mostramos la caja (en rojo) con base de area Az; Ay, y altura f(C;;).
Sumando los “volimenes” de todas estas cajas obtenemos la suma de Riemann de f
para la particion P la cual esta dada por:

m

Sf(P) = Z Z f(éij)AiUiij,

i=1 j=1
donde Az; = x; — x;_1, Ay; = y; — y;—1. La norma de la particién P se define por

d(P) = max Az; Ay;.

1<j<m

Definicién 6.1. La funcién f es Riemann integrable en R si existe un nimero L (el
integral) tal que para todo € > 0 existe un § > 0 de modo que

|S¢(P) — L| < e para toda P tal que d(P) < 4.
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L://RfdA://Rf(:B,y)dzdy

y lo llamamos el integral de f sobre R.

Escribimos

Tenemos ahora que para funciones continuas, el numero L en la definicion anterior
siempre existe.

Teorema 6.2. Sea f: R — R continua. Entonces f es integrable sobre R.

El operador del integral tiene las siguientes propiedades las cuales se pueden ve-
rificar a partir de la definicién anterior.

Teorema 6.3 (Propiedades de la integral). Sean f : R - R, g : R — R funciones
integrables sobre R. Entonces

i) La funcion f + g es integrable y

//R(f+g)d,4://RfdA+//RgdA

ii) Para cualquier ¢ € R, la funcion cf es integrable y

J[ eraa=c[[ raa
J[ raa< [[ gaa

iv) La funcion |f| es integrable y

o= [

. Cual es el procedimiento para calcular integrales sin usar directamente la definicion?

iii) Si f < g en R, entonces

Teorema 6.4 (de Fubini). Sea f: R — R continua. Entonces

//RfdAz/ab[/cdf(x,y)dy} dz:/cd{/abf(x,y)dx} a.
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Las integrales segunda y tercera en la ecuacién del teorema se llaman integrales
iteradas y reducen el problema de calcular integrales dobles a dos integraciones en
una dimension.

Ejemplo 6.5. Para la region R = [0, 1] x [0, 1] tenemos usando el Teorema de Fubini

que
//R(xuy)dA _ /01{/01(932+y)dy} dz,

1 Y2 y=1
= / (x2y+—) dz,
0 2 y=0
! 1 2 \|' 5
2
- Nde=(=+2)] =2.
J (o) ()l =
U
Ejemplo 6.6. Para R = [—2,1] x [0, 1] tenemos que
1 gl
// y(x® — 122)dA = / {/ y(x® — 127) dx} dy,
R 0 LJ—2
1 1
= [/ ydy} [/ (x3—12x)dx},
0 -2
1 <x4 2) boosT
- (= —6g =
2 \ 1 L, 8
U

6.2 Regiones Irregulares

Consideramos ahora el caso en que la region R no es un rectangulo. Decimos que
estas regiones son irrequlares. Suponemos que R es acotada y que la frontera OR de R
(vea la Definicién 3.1) es continua por pedazos, esto es, R se puede describir usando
un numero finito de funciones continuas. Sea I un rectangulo que contiene a R en su
interior y defina la funcién g : I — R por

_J flzy) , (z,y) €R,
9@’?/)—{ R S

Entonces definimos la integral de f sobre R por:

J[ raa=[[gaa
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2
JV=0,x) ] / ~—x=Uy(y)
/ 15
R 1 R
L—] 0.5 c
I Y x=u,(y)
y=¢,(x) 0
a b X X
-05
-1
1

Figura 6.2: Regiones del Tipo I (izquierda) y del Tipo II (derecha).

Se puede verificar que esta definicién es independiente del rectangulo I utilizado (cf.
[1]). Usando esta definicién se puede verifficar el siguiente resultado:

Teorema 6.7. Suponga que Ry, Ry son rectingulos en el plano que son disjuntos (o
que se tocan en una esquina o lado). Si f es integrable sobre Ry y Rs, entonces es
integrable sobre R = Ry U Ry, y

//RfdA:/ledA+/R2fdA.

Las regiones irregulares que vamos a considerar en este libro son las llamadas
regiones de Tipo I o Tipo II. Las regiones del Tipo I son aquellas que se pueden
representar de la forma

R={(r,y) :a<x<b, ¢:1(x) <y < da(2)},

para algunas funciones continuas ¢1, ¢2. Una regién del Tipo II es una que se puede
representar como

R={(z,y) : c<y<d, di(y) <z <y},

para algunas funciones continuas ¢y, 1. (Vea la Figura (6.2).) Una regién es del Tipo
IIT si ésta es del Tipo I y también del Tipo II. Usando la definicién de la integral
dada en el parrafo anterior y el Teorema de Fubini se puede verificar lo siguiente.

Teorema 6.8. Sea f : R — R una funcion continua y R una region del Tipo I.

Entonces
b ¢2(x)
//fdA=/ [/ f(x,y)dy] .
R a ¢1(x)
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Si R es del Tipo I, entonces

fdA = ’ wz(y)f(x,y)dx dy.
R c |Jiy)

Ejemplo 6.9. Para la regiéon R dada por
R:{(x,y) : nggg, Ogygx},

tenemos visualizando ésta como una regioén del Tipo I que

w/2 x
// (z3y +cosz)dA = / {/ (z%y + cosx) dy} dz,
R 0 0

w/2 y2 y=x

= / <x3— + y cos :c) dx,
0 2 y=0
w/2 5

= / <x_ +xcosx) dz,
0 2

/2 6
T T
— 4+ ——1
+2

768

26
= (E +xsenx+cosx)

0

Note que ésta regién también es del Tipo I, i.e., es del Tipo 111, ya que (vea la Figura

(6.3))

s s
Asi que también podemos calcular el integral mediante:

w/2 w/2
// (z*y + cosw) dA = / [/ (z*y + cos ) dm] dy.
R 0 Yy

Ejemplo 6.10. La regién en el primer cuadrante acotada por un circulo de radio a
es una region del Tipo III. Si queremos calcular

J[ ve=ipaa

es més conveniente visualizar a R como una regién del Tipo II. En referencia a la
Figura (6.4) tenemos que

floevn - |

0

O

a \/ a?—y?
[ Va2 — y? dx] dy,
0
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w2

w2

Figura 6.3: La region R del Ejemplo (6.9).

y

Figura 6.4: La region R del Ejemplo (6.10).

y:§a.

=0

— /0“ [%/W} v=y/a?—? Gy — /Oa(a2 o 2 .

Ejemplo 6.11. La regiéon (del Tipo I),
R={(z,y) : 1<zx<2, 0<y<logz},
también se puede ver como una del Tipo II,

R={(z,y) : 0<y<log2, e <x<2}.
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Esto se puede usar al calcular la siguiente integral para reducirlo a uno elemental:

//R(x—nmom = /j{/ologx(a:—l)mdy] dz,

Y

log 2 2
= / l/(m—l)vl#—e?ydx dy,
0 e

log 2 =2

- m(__x)

0

dy,

r=eY

log 2
= _/ <%e2y_ey),/1_‘_e2ydy.
0

Tomando u = €Y, tenemos que du = e?dy. Asi que

log 2 2
—/ (%e%—ey) V1i+edy = —/ (%u—l) V1+u?du,
0 1

1/1
= —5 (g(]_ —l—u2)3/2 —uv 1 —l—u2

2

_1og(u+m))

1

— %<§+log(2+\/g)—10g(1+\/§)>-

O

Terminamos esta seccién mencionando el siguiente resultado, mejor conocido como
el Teorema del Valor Medio para Integrales.

Teorema 6.12. Sea R una region del Tipo I 6 Iy f : R — R una funcion continua.
Entonces existe un (xo,y0) € R tal que

/ fdA = f(xo,y0) - (drea de R) = f(xo, 4o // dA.

6.3 Integrales Triples

Pasamos ahora a extender las ideas de la seccion anterior a funciones de tres variables.
En lugar de rectdngulos se usan cajas en R3:

R={(r,y,2) ra<z<b c<y<d, e<z<g}.
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La definicién de la integral con sumas de Riemann es similar al caso de dos variables
pero con tres indices en las sumatorias, y usando particiones en sub—cajitas. La
integral, cuando existe, se denota ahora por:

//Rfdvz///Rf(x,y,z)d:cdydz,

El Teorema de Fubini lee ahora como:

[l = L[ [ renre]a] o
N / l/g [/ f(w,Z)dy}dz} dz, ete.,

donde hay seis posibilidades para las integrales iteradas.
Las regiones irregulares pueden ser ahora hasta de seis tipos, todas variantes de
la siguiente:

R:{([L’,y,Z) : CLSZL’Sb, ¢1(£L’) §y§¢2(z)’ ¢1($ay) §Z§¢2(zay)} (61)

(Note que la proyeccién de R al plano xy, es una regién plana del Tipo I segun se
definen en la Seccién 6.2.) Para este tipo de regién tenemos que

bl ro2(z) Ya(z,y)
/// f(x,y,z)dxdydz:/ / / flz,y,2)dz| dy| dz.
R a |Joi(x) Y1(z,y)

Ejemplo 6.13. Considere el problema de calcular

/// rdrdydz,
R

donde R es la regién acotada por x = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 22 + 92,
z,y > 0. (Vea la Figura (6.5).) Note que R se puede describir como

R:{(x,y,z):0§z§2, 0<z<z, 0§y§\/z—x2}.

(iR se puede describir de otras formas!) Tenemos ahora que

[[[ srava = [ [ [ /Pd] dx] *

o[ vz
= / / AV dx] dz,
o |Jo
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2 1 =2
= / — (2 — %)% dz,
0 3 =0
17, 2 snl? 8
3/0 R AR T

Figura 6.5: La region R del Ejemplo (6.13).

6.4 Cambio de Variables

La técnica o formula de cambio de variables es una de suma importancia ya que
nos permite simplificar integrales facilitando asi el computo de éstos. El proceso de
cambios de variables, segin lo aprendimos en el curso de calculo de una variable, se
puede describir mediante la formula

b & 1(b) il
[ rman= [ st T an

donde z = #(u), Z(-) estrictamente creciente, induce el cambio de variables. Queremos
generalizar ésta formula a funciones de varias variables. Usando la notacién

[=1[a,b], I'=[i"(a),27'(b)],
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tenemos que Z : [* — I es 1-1 y sobre, por lo que podemos escribir la formula de
dz

arriba como /I F(x) dr = /I fE(w) dSL)

donde el valor absoluto en la formula incluye el caso en que & pueda ser decreciente.

du,

Definicién 6.14. Sea T : D* C R2 — R2? una funcién C* dada por

—

T(u,v) = (2(u,v),y(u,v)), (u,v) € D"

El Jacobiano de T se define por

PO - ou Ov

&, §) = det DT (u,v) =
O(u,v) 8y 04
ou v

Nota: La funcién T de la definicién tiene el efecto de parametrizar o describir la
regiéon D = T(D*) con las variables (u,v). O sea que cambia las variables (z,y) a

(u,v).

Ejemplo 6.15. El jacobiano para el cambio de variables a coordenadas polares se
obtiene a partir de la funcién

T(r,0) = ((r,0), §(r,0)) = (rcosd,rsend).

De aqui tenemos que

a(z,7) _‘ cos —rsenf

a(r, 0) senf)  rcosd ‘ = r(cos’ 0 + sen?6) = r.

O

Teorema 6.16 (Cambio de Variables en dos dimensiones). Sea T : D* = D una
funcién Ct, 1-1 y sobre. Sea f: D — R una funcion continua. Entonces

J[ samasan=[[ |5

Ejemplo 6.17. Considere la regiéon anular D en el primer cuadrante de radio interno
uno y radio exterior dos. (Vea la Figura (6.6).) Queremos calcular el integral

// log (2% 4 3?) dx dy.
D

du dw.
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Utilizando coordenadas polares podemos calcular este integral usando técnicas de
integracion elementales. Note que D se puede describir en coordenadas polares como
la imagen o recorrido de la transformacion:

T(r,0) = (rcosf,rsenf), 1<r<2, 0<6< g

Asi que T(D*) = D donde D* = [1,2] x [0, 7/2], y usando el jacobiano que calculamos
en el Ejemplo (6.15), tenemos que

2 /2 2
// log(z® +y*)dody = / / rlog(r?) df dr = g / rlog(r?) dr,
D 1 Jo 1

= rillog(r?) - 1)‘? —r (2 log(2) - Z) .

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 6.6: La regién D del Ejemplo (6.10).

Ejemplo 6.18. Considere el problema de evaluar el integral

// Try dz dy,
D

donde D es el paralelogramo determinado por las lineas 2z + 3y = 1, 2z + 3y = 3,
x—2y =2 yx—2y = —2. El cdlculo de este integral en las variables (x,y)
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x—2y=2

.
0.5

Figura 6.7: La regiéon D del Ejemplo (6.18)

171

es un tanto complicado ya que hay que dividir la regién de integracién en varias

subregiones.

Usando un cambio de coordenadas apropiado, podemos convertir el

paralelogramo original a un rectangulo simplificando asi el computo del integral. Por
la geometria de D (Figura (6.7)), para cualquier (z,y) € D tenemos que existen

(u,v) € D* =

Resolviendo para (z,y) obtenemos que (z,y) = T(u, v) donde

[1,3] x [-2,2] tal que

2z + 3y = u,

T(u,v) =

T — 2y =w.

(%(2u 1 30), %(u - 2v)) -

En forma similar podemos argumentar que si (u,v) € D* entonces ’f‘(u, v) € D, i.e.,
T(D*) = D, y que también T es 1-1. Como

tenemos que

// Txy dx dy
D

2
7

1
7

3w

I
N

1 3 2
— / / (2u + 3v)(u — 2v) dv du,
49 )1 J o
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1 3 2 ) )
= — (2u® — uv — 6v°) dv du,
49/1 /_2
1 /3 1 V=2
- 9 2, — 2_2 3
), <uv 5 Y v)

1 3
= 4—9/ (8u? — 32) du,
1
1
= 19 <§u3 — 32u)

Ejemplo 6.19. Considere el problema de evaluar el integral

// 23y dady,
D

donde D es la regién acotada por las rectas y = z, y = 2z, y las hipérbolas zy = 1,
xy = 3 (vea la Figura (6.8)). Al igual que en el ejemplo anterior, si calculamos

du,

v=—2

S16
. ur

3

25

y=1/x

Figura 6.8: La regién D del Ejemplo (6.19).

éste integral en las variables (x,y), es necesario dividir la regién de integracién en
varias subregiones. Nuevamente, con un cambio de coordenadas apropiado, podemos
transformar la regién original a una rectangular. Por la geometria de D, podemos
describir esta region como:

D=A(z,y) : zy=u, y=vzx, (u,v)€]l,3]x]1,2]}.
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Asf que T(D*) = D donde
T(u,v) = ( %,\/uv> . (u,v) €1,3] x [1,2],

y esta funcion es 1-1 y sobre. Tenemos ahora que

1 u
8(:E,y):i v | _ L
I(u,v) 4u 2v
voou

De aqui que

//Dx?’ydxdy _ /f[/j(%fpm%dv] du,
_ %/j{/j(%)zdv} du:?.

Es interesante ver que cualquier integral doble sobre una regién R de tipo I 6 II,
siempre se puede transformar a una integral sobre una region rectangular. En el caso
en que R es tipo I dada por

R={(z,y) : a<z<b, ¢1(x) <y<pox)},

el cambio de coordenadas

T(w,t) = (z,61(x) + t(da(2) — 61(2))), (1) € [a,] x [0,1],

transforma la regién R en la regién rectangular [a,b] x [0,1]. El jacobiano de esta
transformacion es ¢s(x) — ¢1(x) por lo que

/ /R F(o,y)dedy = / b [ /¢ j’;(””’f@,y)dy] dr,

b 1
_ / / F(, 61(2) + H(a(x) — b1(2)))(dal) — n(2)) dida.

O

La integral resultante sobre la regién rectangular [a,b] x [0, 1] no necesariamente es
mas simple que la correspondiente sobre la regién con limites variables. No obstante
es mas util al momento de utilizar métodos numéricos para aproximar la integral
original.

El Teorema (6.16) se puede generalizar a funciones de n variables.
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Teorema 6.20 (Cambio de Variables en R™). Sea
T:D*— D, D*CR", DCR"
una funcion Ct, 1-1 y sobre. Sea f : D — R una funcién continua. Entonces

/D (%) dg = /D (T [det DT (1)

dud.

En el siguiente ejemplo ilustramos el uso de este teorema para el caso n = 3.

Ejemplo 6.21. Considere el problema de calcular el integral

/// e(x2+yz+22)% dz dy dz,
D

D={(z,y,2) : 2 +y*+ 2> <1},

Podemos describir D por medio de coordenadas esféricas como:

donde

T(p,@, ¢) = (psen ¢ cosf, psen psend, pcos @),
con0<p<1,0<0<2r,0<p< . Eljacobianode'f‘esahora

sen ¢ costl —psengsend pcos¢cosb
= | sen¢senf psengcosd pcospsend | = —p?sen .
cos ¢ 0 —psen ¢

Tenemos entonces que

3 1 p27 prw
/ / / @)% qrdydz = / / / e’ p? sen ¢ do df dp,
D 0 JO 0

1
= 47r/pzep3dp,
0
47
= —(e—1).
5 (e—1)

6.5 Aplicaciones

Las aplicaciones de los integrales dobles y triples son bien variadas especialmente
en los campos de la fisica y la ingenierfa. En esta seccién discutimos una pequena
seleccion de éstas.
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6.5.1 Volumenes de solidos

Si B es un cuerpo que ocupa la regién R C R3, entonces el volumen del sélido B se

define por:
V(B) = ///R dz dydz. (6.2)

Ocasionalmente identificamos el cuerpo B con la regiéon R que éste ocupa y escribimos
V(R) en lugar de V(B). En el caso especial en que R esta dada por (6.1), la integral
(6.2) reduce a:

b roa(w)
vy = [ [ e = vty

Ejemplo 6.22. Vamos a calcular el volumen de la regién R en el primer octante
delimitada por los planos x =0,y =0, 2=0,y x +y+ 2z = 1. La regiéon R se puede
describir por:

R={(zr,y,z) :0<z<1, 0<y<l—z 0<z<l-z-y}.

De aqui que el volumen de la region es:

1 pl—z pl—z—y 1 —x
V(R) = // / dzdydx:// (1 -z —y)dydx
0oJo Jo 0Jo
1 ! 1

1
! 21y=1—2x 1 2

Supongamos nuevamente que R estd dada por (6.1) y sean
m:mDinz/)l(:E,y), M:mngQ(x>y)>

donde
D={(z,y) ra<az<b ¢i(r) <y < da(a)}.
Para z € [m, M| definimos

R, ={(z,y) : (z,y,2) € R}

Para 2z < m 6 z > M tomamos R, = (. Note que R, es un subconjunto de R?. Si
escribimos A, para representar el drea de R, entonces es facil ver ahora que

V(R):/mM [//zdxdy} dz:/_:Azdz.

Esta formula para el volumen de un sélido se conoce coloquialmente como la formula
del “bizcocho o torta en rebanadas” (layered cake formula). La misma tiene muchos
usos, en particular, se puede utilizar para estimar el volumen de un embalse de agua
a partir de los datos piezémetros del mismo.
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6.5.2 La divergencia como razon de cambio de volumen

Sea U C R™ un conjunto abierto y f : U — R™ un campo vectorial C*(U). Para
X* € U sea ¢(X*,t) la curva de flujo para f que pasa por X*. (Vea (5.14).) Suponemos
que la matriz Dz ¢(X*,0) (la derivada de ¢ con respecto a su primer argumento) es
no singular, lo que implica que ¢(-,+) es 1-1 en D.(X*) x (—6,0) para algunos ¢ y ¢
positivos. En la siguiente discusién utilizamos la notacién

dV(X) = dzyday - - - day,

para representar el elemento de volumen en R” con respecto a las variables (x1, 23, ..., x,).
Usando el Teorema 6.20 con la funciéon ¢ como el cambio de coordenadas, tenemos
que

/ AV (y) = / det Dg (X, t) dV (%),
@ (De(X*),t) De(X*)

donde para simplificar suponemos que el determinante en la integral de la derecha,
es positivo. Para matrices F de dimension n x n, tenemos que

d
DrdetF = ﬁdetF:cofF: (adj F)" .

Usando esto con la regla de la cadena, obtenemos de la ecuacién anterior que

d

< v (§) = / (adj Dy $(%,£))" - D (%, 1) AV (),
dt J g(p. ). D.(%*)

donde el punto denota el producto interior de dos matrices® y el “primo” es derivada
con respecto a t. De (5.14) y la regla de la cadena, vemos que

Dx ¢/(%',1) = DE($(%,1))Dz §(%. 1).
Usando esto y que (adjF)? = (det F)F~¢, tenemos
(adjDx ¢(%,1))" - Dz ¢/ (X, 1) = Dz (X,1)"
: [Df( d(%,1))Dx $(, 1)| det Dy (%, 1),
= (I Df( (%, 1)) det Dg ¢(%. 1),
donde usamos que A - (BC) = (ACT) - B. Asi que ahora podemos concluir que

d

< av(y) - / (I DE( $(%, 1)) det D $(, £) AV (),
@(De (X%),t) D (X*)

'A-B =3, AijBi
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- / div E(3) AV (§),
(D (X))

donde usamos nuevamente el Teorema 6.20 y que I-Df = divf. Tenemos entonces que
la divergencia de f mide la razén de cambio de un volumen cuando éste se desplaza
o cambia a lo largo de una curva de flujo de f.

6.5.3 Centros de masa

Vamos ahora a definir el centro de masa para un sélido que ocupa la regién R C R? y
con una distribucién o densidad de masa por unidad de volumen p(z, y, z). Suponemos
que R estd dividido en regiones pequenas R;; de volumen Av;ji, 1 <@ <[, 1 < j <p,
1 < k < q. Sean Ty, € R;j; para toda 7,j,k. Si pensamos como si las masas
p(Tj5) Avyji, estan concentradas en Ty, entonces el centro de masa de las subregiones
(cf. (5.34)) seria aproximadamente:

l P q l P q
(Z Z Z p(Fijk)Fijk AUijk) / (Z /)(Fijk) AUijk) .
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

Dejando 7,7,k — 0o y si p es continua, tenemos que éste limite existe y obtenemos

o ¥, = %///Rp(x,y,z)f’dv, m:///Rp(x,y,z) do. (6.3)

El vector ¥, se llama el centro de masa del solido con densidad de masa p. Si escribimos
r. = (z,9,2) y ¥ = (x,y, z) entonces la ecuacién de arriba en componentes es:

- % / / /R (. y, ) dv, (6.4)
i = o ][] e (6.5)
% / / /R 2p(,y, ) o, (6.6)

En el caso de una distribucién de masa plana éstas ecuaciones se reducen a (6.4),
(6.5), eliminando la dependencia en z y el elemento de volumen “dv” reemplazado
por el de area “da”.

I
I

Ejemplo 6.23. Considere una placa que ocupa la regiéon plana:

R={(zy): 0<z <1, 0<y<a},
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y con una densidad de masa por unidad de area p(x,y) = €Y. Entonces la masa
total de la placa es:

1 T
m:// e"dardy = / / e dy dz,
R o Jo

1

— @ (eyy=2

/0 e (e \y:()) dz,

! 1

= /e‘"’(e""’—l)dx:—(egc—l)2 o

0 2

(e — 1)

1 T
mi = // xe™ Y dxdy:/ / xe™V dy dx,
R o Jo
1 1
= / xe® (eﬂZj) dx:/ xe” (" — 1) dux,
0 0

— E(Qx—l)ezx—(x—l)ew} 1

N~

Ademés

1
= 1(62 - 3>7

0

de donde obtenemos que

e? —3
T =—— ~0.7433.
z e —1) 0.7433
De forma similar se obtiene que
e —e? —1
y = ———— ~ 0.4207.
V=S 04T

6.5.4 Atracciéon Gravitacional por un Cuerpo Esférico

La formula para la fuerza de atraccién gravitacional de Newton (cf. (3.10)) aplica
a lo que se conocen como dos masas punto. En esta seccién verificamos que si una
de las masas es una esfera solida con densidad de masa uniforme, entonces la ley de
fuerza gravitacional aplica como si la masa de la esfera estuviese concentrada toda en
su centro.

Suponga que una masa M ocupa la regién 2 dada por una esfera de radio a y
centro en el origen. Suponemos que la densidad de masa de la esfera (masa por
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volumen) es uniforme por lo que dicha densidad esta dada por la formula:

M 3M
= = . 6.7
? (4/3)ma®  4mwa® (67)

Suponemos que una masa punto m se encuentra a distancia R del origen. Note que R
puede ser menor o igual que a. Para simplificar los computos suponemos que m ocupa
el punto (0,0, R). Sean (p, ¢,0) las coordenadas esféricas de un punto P cualquiera
en la esfera y r la distancia entre la masa m y P.

El diferencial de masa en P estd dado por la formula (vea el Ejemplo 6.21):

dM = odv = op? sin ¢ dfdpdp.

El potencial gravitacional (por unidad de masa) inducido por dM estd dado por la

ecuacion: oy
dV = — .

r

El potencial gravitacional (por unidad de masa) inducido la masa esférica M esta
dado ahora por el integral

V(R)Z—///QGiM =—27rc:a/0a/07r p2s;n¢d¢dp.

Usando la Ley de los Cosenos es facil ver que?

r? = p® + R? — 2pR cos ¢.

Usando ésto en el ultimo integral de arriba tenemos que

a ™ 2 o
V(R) = —QWGU// p_sing dodp,
0 Jo /p*+ R2—2pRcos¢
= —QWGU/ ﬁ(p+R— lp— R|) dp.

o R

Si R > a, entonces [p— R|=R—p,y
ArGo [ GM

ViR =57 [ e =~ (69

donde para la ultima igualdad utilizamos la formula (6.7). Esto demuestra que cuando
R > a el potencial gravitacional inducido por la masa esférica M es como si la masa
de M estuviese toda concentrada en su centro.

2Note que ¢ es precisamente el angulo entre el vector P y el vector de posicién (0,0, R) de la
masa m.
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El caso R < a es de particular importancia. Tenemos ahora que |[p — R| = R — p
para p < R,y que |p— R| = p— R si R < p. Entonces

N @ RT (6.9)

V(R) = —4nGo [/0 %dp+/R pdp} — —47Go [5 -

Note que en ambos casos (R > a 6 R < a) el potencial depende tinicamente de la
distancia R entre los centros de las masas y no en la posicién especifica de m. Por
consiguiente el resultado es el mismo si la posicién de m es una arbitraria dada por
el vector R = (z,v, z). En tal caso

R =B = /a4y + 2

y si escribimos V (z,y, z) en lugar de V(R), tenemos que

a> R?
4 °
mGo [2 5 } , R<a,
Viz,y,z) = (6.10)
M
—%, R Z a.

Si calculamos la fuerza de gravedad en el caso R < a tenemos que
— — 4 —
Foray = —mVV(z,y,2) = —% GmoR. (6.11)

De ésta formula podemos obtener dos resultados bien interesantes. Primero, podemos

reescribir (6.11) como
dm

ﬁgrav = —E GmaR ﬁ,

donde n = f{/ R. Vemos aqui que:

cuando la masa m estda dentro de la masa esférica M, la magnitud de la
fuerza gravitacional entre m y M es proporcional a la distancia entre m
y el centro de M.

También podemos reescribir (6.11) de la forma

— GmM .
Forav = TR n,
donde 4
M = ?ﬂ R30.

Note que como o es constante, M corresponde a la masa de la seccién interior de M
de radio R. Este resultado demuestra que:
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cuando m estd dentro de la masa M, la fuerza gravitacional neta que
ejerce el sector de M entre R y a, es cero, y que solo la parte de M en la
sub—esfera de radio R ejerce una fuerza sobre m.

6.6 Ejercicios

Ejercicio 6.1. Evalte los siguientes integrales:
1 /3 2 1
a) / / ry/ 2% +y dyde c) / / (e""Y +2° + Iny) dz dy
0o Jo 1 Jo

2 4—y2? 3 2z+1
b) / / rdxdy d) /1/ (z+y)dyde
0o Jo T

Ejercicio 6.2. Calcule los siguientes integrales cambiando el orden de integracion
segun sea el caso.

9 3 1 /3
a) / / sen(mz?) dz dy c) / / cos(z?) dz dy
0Jyy 0 J3y

\NT/2 pA/T/2 3
b) / / / siny? dz dy dz
0 T 1

Ejercicio 6.3. Calcule [[,(4+ 2*)dz dy donde R es la regién del plano acotada por
las curvas y = 1 + 22, y = 3 — 22

Ejercicio 6.4. Halle ffR(x+y) dx dy donde R es la regién acotada por y = 2x, x = 0,
yy=4.

Ejercicio 6.5. Evalte [[,(z —2y)dzdy donde D es la regién acotada por y = * +2
vy =2x% — 2.

Ejercicio 6.6. Sea R la regién anular en el primer cuadrante entre los circulos 2% +

y =1y z?> +y*=>5. Evalte
// (z° + y) dz dy.
R
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Ejercicio 6.7. Sea R la region del plano xy entre las graficas de y = 0, y = x para

0 <z <1. Calcule
/// (x+1)dxdydz,
D

donde D es la region sélida entre las gréaficas de
z=—y? z=2% (x,y)€R.

Ejercicio 6.8. Halle [[[ (z+2) dzdydz donde D es la regién acotada por el cilindro
> +22=1ylosplanosy=—4,y=52=0,y z = 1.

Ejercicio 6.9. Calcule fffD(x +y — z)dedydz donde D es el sélido bajo el plano
r+y+z=1lconzx>0,y>0,2z2>0.

Ejercicio 6.10. Evalte [[[,;,(2e —y+z) dz dy dz donde W es la regién en R? acotada
por el cilindro z = 42, el plano zy, y los planos 1 =0, v = 1, y = —2, y = 2.

Ejercicio 6.11. Halle el volumen del sélido contenido por el cilindro 2% + 3% =1y
la esfera a2 + y? + 22 = 4. Nota: El sélido tiene la forma de una lata con el tope y
fondo dados por una seccion de la esfera.

Ejercicio 6.12. Usando cambios de variables a coordenadas polares, calctle:

a) [[pxydxdy, donde R es la regién acotada por el circulo #* + y* = 25.

fo fo sen (22 + y?) dz dy.

Ejercicio 6.13. Evalte [[,(2z + y)%¢* ¥ dzdy donde D es la regién acotada por
2r+y=12x4+y=4,r—y=-1,r—y=1.

Ejercicio 6.14. Sea R la region acotada por x — 2y =0, v — 2y = —4, v +y = 4,

x4y =1. Calcule
// 3zy dx dy.
R

Ejercicio 6.15. Considere el problema de calcular el area de la elipse

2 2
¥ oyt
— + e 1.
a) Exprese el drea de la elipse con una integral iterada en coordenadas cartesianas.
No evaltie este integral.

b) Utilice el cambio de variables z = au, y = bv para expresar el integral de la parte
(a) en términos de las variables uw.
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c¢) Utilice ahora coordenadas polares para calcular la integral de la parte (b). Nota:
El area de la elipse es mab.

Ejercicio 6.16. Use un cambio de variables apropiado para evaluar el integral

[ s

donde D es la region del plano zy acotada por y = 0, y = 1, y las rectas y = 2z, y
y = 2x — 4. Ayuda: Use la sustitucion u = 2x —y, v = y. (Cual es la region D* del
plano uv que corresponde a D?

Ejercicio 6.17. Verifique que la region D = {(z,y) : 0<x <3, 0<y<z} se
puede describir mediante coordenadas polares por:

D*={(r,0) : 0<0<m/4, 0<r <3sech}.
Use ésto para calcular
/ / dy dx
0Jo 2+ y?
usando un cambio a coordenadas polares.

Ejercicio 6.18. Verifique que

e

donde D es la region triangular acotada por los ejes de coordenadas y la linea x+y = 1.
Ayuda: Use el cambio de coordenadas x — 2y = u, * +y = v y las restricciones de
que z,y > 0 para determinar los limites apropiados en u, v.

// dz dy _7r_2
11—y '

Ayuda: Utilice el cambio de coordenadas

) dedy = é(sen(l) + sen (2)),

Ejercicio 6.19. Verifique que

L uto).

RV

El sistema de coordenadas uv esté rotado con respecto al de zy por 7/4. En el nuevo
sistema los limites de integracién van a ser variables, pero no importa... Necesitara,
entre otros resultados, que

wl (=) -7
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Ejercicio 6.20. Sea T : D* — D, donde D*, D C R3, una funcién C*, 1-1 y sobre.
Utilice (6.2) y el Teorema 6.20 para verificar que

V(D):/*

Ejercicio 6.21. Para matrices F de dimensiéon n x n, verifique la formula

det DT(d)| dd. (6.12)

d
DrdetF = d—FdetF:cofF: (adj F)"

donde cof F es la matriz de cofactores de F y adjF = (cof F)? por definicién.
Ayuda: Recuerde que cof F = ((—1)* det F;) donde Fy;, es la submatriz de F que
se obtiene eliminando la fila ¢ y la columna k£ de F. Calcule ahora %@_j det F', donde

F = (F};), utilizando que det F = >"}_,(—1)""* F};. det Fy;, para cualquier 4.

Ejercicio 6.22. Halle el centro de masa de la regién acotada por la pardbola y =
8 — 222 y el eje de x:

a) si la densidad de masa por unidad de area p(x,y) = § donde § es constante.
b) si la densidad de masa por unidad de area p(z,y) = 3y.

Ejercicio 6.23. Una placa de un cierto material tiene la forma de la regién en el
primer cuadrante acotada por y = 4 — 22 y el eje de x. Halle el centro de masa de
la placa si la funcién de densidad del material (por unidad de area) estd dada por

p(z,y) = 2y.

Ejercicio 6.24. Determine el centro de masa del sélido que ocupa la regién acotada
por arriba por la esfera x? +y% + 22 = 18 y por debajo por el paraboloide 3z = 22 + 1?2,
si la densidad de masa por unidad de volumen p(z,y, z) es constante.



Capitulo 7

Integrales sobre Curvas y
Superficies

Vamos ahora a considerar unas extensiones o generalizaciones de los conceptos de
integral de una funcién de una variable sobre un intervalo, y el de integral de una
funcién de dos variables sobre una regién plana. En particular, los integrales sobre
intervalos los vamos a generalizar a integrales de campos escalares y vectoriales sobre
curvas o : [a,b] — R3. Los integrales sobre regiones planas los vamos a extender
a integrales de campos escalares y vectoriales sobre superficies. Para este tltimo
caso serd necesario también generalizar nuestra definicién de superficie en R3, de
forma que incluya como caso especial aquellas superficies que se pueden describir o
expresar como funciones de xy o xz o yz, pero que nos permita describir otros tipos
superficies. También vamos a reexaminar el concepto de reparametrizacion de curvas
pero desde un punto de vista mas general, y haremos lo mismo con las superficies.
Luego estudiaremos como las integrales sobre curvas y superficies cambian o se afectan
por dichas reparametrizaciones.

7.1 Integrales sobre Curvas

En esta seccién vamos a definir los integrales de campos escalares y campos vectoriales
sobre curvas en el espacio. La idea es utilizar la parametrizacién de la curva para
convertir la integral sobre la curva a una sobre un intervalo de la recta real. En
esencia, la parametrizacién de la curva sirve para “estirar” o “alargar” la curva hasta
hacerla una recta.

185
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7.1.1 Integrales de paso para campos escalares

Sea o : [a,b] — R3 una curva C' y f : R® — R una funcién continua. Entonces la
integral de f sobre o 6 la integral de paso de f sobre o se denota faf ds y se define

por:
/fds—/f DIl /(1)) .

Nota: Si o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), entonces

/ fds = / F@(t), y(t), () /T2 + (0 + 2 (D2 dt.

Ejemplo 7.1. Considere la curva o(t) = (cost, sent,t), 0 < t < 2w, y el campo
escalar f(x,y,2) = 2? +y*+ 2% Como o’'(t) = (—sent,cost, 1), podemos calcular la
integral de paso de f sobre o por:

2m
/fds = / (cos?t 4 sen’t + t%)v/2dt,
o 0

2w

Y

0

= \/§/O2W(1+t2)dt:\/§<t+§>

= x/§7r<2+8%2).

O

Ejemplo 7.2. Para la curva o(t) = (30cos®t,30sen?t), 0 < t < 7/2, y la funcién
f(xz,y) =14 y/3, como

o'(t) = (=90 cos®tsent,90sen*t cost), || o' (t)]| = 90sentcost,

tenemos que

w/2
/fds = / (14 10sen>t)90sent cost dt,
o 0

w/2
= 90/ (sentcost + 10sen*t cost) dt,
0
w/2

1 2 5
= 90 §sen t+ 2sen’t = 225.

0
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Centro de masa para una distribucién de masa lineal

Como una aplicacién de las integrales de paso consideramos el problema de calcular
el centro de masa para una distribucion de masa lineal. En este caso la imagen de
la parametrizacién o representa la distribuciéon de masa lineal. Si p(z,y,z2) es la
densidad de masa lineal (unidades de masa/largo), entonces el centro de masa de la

curva es:
1
FC:—/des, m:/pds.
m o o

En componentes, si . = (Z, 7, Z), entonces tenemos que

1 1 1
x:—/xpds, y:—/ypds, z:—/zpds.

Ejemplo 7.3. Consideramos el caso de una distribucion de masa lineal plana dada
por la curva y = 22, 0 < z < 1, con densidad de masa lineal de p(z,y) =2 — z — y.
La parametrizacién de la curva es o(z) = (z,2%), 0 <z < 1. Como o'(z) = (1, 2z),
tenemos que la masa total de la distribuciéon de masa es:

m = /U(z—x—y)ds:/:(z—x—ﬁ)mdx

%hﬂ¢5+®_%%v%+
64 96

1
— =~ 1.503.
12

Para el centro de masa r, tenemos ahora que:

1
mi = /x(Q—x—y)ds:/(2x—x2—x3)v1+4x2dx
o 0

m(vVE+2) 11
_ n(v5+2) V5 _ 7 o6,
64 32 40

1
my = /y(?—x—y)ds:/(2x2—x3—x4)v1—|—4x2d$
o 0

139\/5_171n(\/3+2)_i~0348
768 512 120 7

por lo que T ~ 0.410, y ~ 0.232. Note que el centro de masa no es punto de la curva
dada por o. O
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7.1.2 Integrales de linea para campos vectoriales

Veamos ahora el caso de un campo vectorial, i.e., f: R® — R3. Nos interesa definir la
integral de f sobre una curva o : [a,b] — R3. Si suponemos que o’(t) # 0, el vector

es la tangente unitaria a la curva o. El componente de f (a lo largo o sobre la curva
o) en la direccién de T es
f(o(t)) - T(t).

Esto es un campo escalar sobre o. La integral de paso de éste componente es

/F-Tds:/F(a(t))-T(t)na'(t)ndt:/F(a(t))- o' (t) dt.

Recuerde que la funcion de largo de arco para o estd dada por

t
0= [l dr
El elemento (diferencial) del largo de arco estd dado entonces por
ds=8(@t)dt=|o'(¢)|dt.
Denotamos el vector infinitesimal de arco en la direccion de T por
ds = T(t)ds = o'(t) dt.
Toda ésta discusion motiva la siguiente definicién.

Definicién 7.4. Sea f : R® — R? continua y o : [a,b] — R?® una curva C!. La
integral de linea de f sobre o se denota faf~ ds y se define por

/f' ds — /abf( (1)) - o'(t) dt.

Sif = (fi,faof3) y o(t) = (x(t),y(t), 2(t)), entonces definimos la integral sobre o
de la forma diferencial fidz + fody + f3dz por

/T(f1d$+f2dy+f3dz):/f-d§.

o
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Ejemplo 7.5. Considere la curva o(t) = (sent,cost,t), 0 < t < 27 y el campo
vectorial f(z,y, z) = (x,y, z). Entonces como o’(t) = (cost, —sent, 1) tenemos que

2
/f~ ds = / (sent,cost,t) - (cost, —sent,1)dt,
o 0

2w

2 t2
0 2 0

Ejemplo 7.6. Considere el problema de calcular

/ (2% dx + zy dy + dz),

donde o (t) = (¢,12,1), 0 < t < 1. Tenemos que f(z,y, z) = (22, 2y, 1), de modo que

1
/(:):2 dr + zydy +dz) = /(t2,t3,1) -(1,2t,0) dt,
o 0

! 3 2
= 2o dt= [ =+ =
e (5%)

Interpretacién fisica de la integral de linea

1

1
, 15

Suponga que el campo vectorial f representa una fuerza y o es el paso o camino
recorrido por una masa o particula bajo la influencia de f. Como ds representa
un desplazamiento (infinitesimal) a lo largo de la curva, entonces f - ds representa el
trabajo hecho por la fuerza f correspondiente al desplazamiento ds. En este contexto,
la integral de linea de la definicién de arriba representa el trabajo total hecho por la
fuerza f en mover la particula a lo largo de o.

Ejemplo 7.7. Una particula se mueve a lo largo de la curva o(t) = (1,t,¢"), donde
0 <t <2, en un campo de fuerzas f dado por f(z,y,z) = (cos z,e*,e¥). El trabajo
hecho por la fuerza para mover la particula a lo largo de la curva es:

2
/F ds = / (cose e, e’) - (0,1,e")dt,
o 0

? 1
= /(e+ezt)dt = <et+ —ezt)
0 2

1
= 2+ 5(e‘* —1).

2

)

0
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Un resultado o propiedad interesante de las integrales de linea es la siguiente gene-
rahzacmn del Teorema Fundamental del Céalculo. En partlcular el teorema establece
que si f es un campo vectorial conservativo, es decir que f=v f para algin campo
escalar f, entonces la integral de linea de f sobre cualquier curva o, solo depende de
los puntos inicial y final de o.

Teorema 7.8. Sea f : R3 — R una funcién C' y o : [a,b] — R® una curva C*.
Entonces

[ V1 d5= (o) - flola)
Demostracion: Note que

/Uﬁf . d§ = /abﬁf( o(t)) - o'(t)dt.

Considere la funcién ¢ : [a,b] — R dada por

Note que g € C'y que ¢'(t) = Vf(o(t) o' (t) = Vf(o(t) - 6'(t). De modo que

b
/ Vf.ods— / §(t)dt = g(b) — g(a) = (b)) — F(o(a)).

Ejemplo 7.9. Vamos a calcular [ af‘ - ds donde o es una curva C* cualquiera desde el
punto (—1,1,2) hasta el punto (2,0,3), y f(z,y, 2) = [2x,2y, 32%. Note que f = V f
donde f(z,y,2) = 2? + y? + 2%. Usando el Teorema 7.8 tenemos ahora que:

/F- dgz/ﬁf- ds = f(2,0,3) — f(—1,1,2) =31 — 10 = 21.

Reparametrizaciones de curvas

Sea o : [a,b] — R3 una curva, y C' = o([a,b]) su imagen. Llamamos a C' el camino
0 curva que o describe. El camino C' lo podemos recorrer de muchas formas lo que
corresponde a especificar diferentes funciones o. Cada asignacién o especificacion de
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la funcién o la llamamos una parametrizacion de C. Podemos recorrer el camino'
mas “rapido” 6 mas “lento”, 6 especificando la distancia a lo largo del camino. Esto
ultimo fue lo que en la Seccién (5.1.3) llamamos la parametrizacion de la curva en
términos del largo de arco. Vamos ahora a estudiar la dependencia de la integral
de paso y de linea con respecto a la parametrizacion de la curva C. Obviamente la
integral de paso 6 de linea puede variar drasticamente si cambiamos arbitrariamente
la parametrizacion. Por esta razén consideramos tinicamente reparametrizaciones de
C que sean equivalentes en el siguiente sentido.

Definicién 7.10. Sea o : [a,b] — R™ una curva C' y h: [a*, b*] — [a, b] una funcién
C', 1-1, y sobre. Entonces la curva p : [a*,b*] — R" dada por p = o o h, se llama
una reparametrizacion de o o también del paso C' = o([a, b]).

Ejemplo 7.11. Para la funcién de largo de arco

(1) = / | o'(€)]] de.

tenemos que su inversa t : [0,5(b)] — [a,b] induce la reparametrizacién de o en
términos del largo de arco dada por p = o ot. O

Note que como h en la definicién anterior es 1-1 y sobre, entonces C' = p([a*, b*]).
También observe que si p es una reparametrizacion de o, entonces usando la inversa
de la funcion h en la definicién de arriba, tenemos que o es una reparametrizacion de
p. Esto induce una relacion de equivalencia en el conjunto de las parametrizaciones
de C. Como p(t) = o(h(t)), tenemos que

p'(t) =N(t)o'(h(t), te a0,

es decir, el vector tangente a o en el punto o (h(t)) cambia por el factor A'(t) bajo
la reparametrizacién p.
La reparametrizacion p se dice que preserva orientacion si

p(a’) = o(h(a”)) = o(a), pO") = (kb)) = a(b),

i.e., cuando h(a*) = a, h(b*) = b. En particular esto ocurre cuando h es creciente
como por ejemplo para la reparametrizacién en términos del largo de arco. Si h es
decreciente, entonces decimos que la reparametrizacion cambia o no preserva ori-
entacion.

'Recuerde que la “t” no representa necesariamente tiempo en esta discusién por lo que los
términos “rapido” y “lento” son solo conceptuales.
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Ejemplo 7.12. Para o(t) = (cost, sent), t € [0, 7], tenemos que
p(t) = (cos2t, sen2t) , te€ [0, g] ,

es una reparametrizacién de o que preserva orientacién. Aqui h : [0,7/2] — [0, 7]
estd dada por h(t) = 2t que es creciente. Por otro lado,

W(t) = (cos(m — 2t), sen (7 — 20)) , te [o, g] ,

es una reparametrizacién de o que cambia orientacién. En este caso h : [0,7/2] —
0, ] estd dada por h(t) = m — 2t que es decreciente. O

Tenemos ahora:

Teorema 7.13. Sea p una reparametrizacion de o y f : R® — R, f: R} R3

funciones continuas. Entonces
/ fds= / fds,
P o

/f- ds, p preserva orientacion,
— R o
f.-ds=
P ¢ . >
— | f-ds, P no preserva orientacion.
o

Demostracion: Recuerde que
p(t") = a(h(t")), p't)=N({t")o'(h(t")), t€[a",b7].
Asi que
b*
[ras = [ stoenlpear,
P a*

b*

= | flah@))I o' (E)I R )] ar",

- [ntewiowia= [ ras

donde en el ultimo paso se usé el cambio de variables t = h(t*). En forma similar

/pi?- ds' = /:i?(p(t*))- p(t7)dt”,
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- / (o (b)) o () () dr
_ :t/bf(a(t))~ a’(t)dt:j:/f- as,

donde en el cambio de variables t = h(t*) tenemos “+” si h es creciente ( p preserva
orientacién 6 tenemos “—” si h es decreciente ( p no preserva orientacion). O

La imagen C' = o ([a,b]) de la curva o : [a,b] — R3? se dice que es simple si o es
1-1. Decimos que C' es cerrada si o(a) = o(b). La curva C es simple y cerrada si o
es 1-1 en [a,b) y o(a) = o(b). Cuando C' es simple y cerrada se usan la notaciones

/fds, /F.dg,
C C
/fds, /F-dg.

7.2 Superficies Parametrizadas

en lugar de

En esta seccion vamos a estudiar el concepto de superficie pero desde un punto de
vista mds general. Hasta el momento, cuando hablamos de una superficie en R?, nos
referimos a una superficie dada como funcién de dos variables, digamos de la forma

z=g(x,y), (z,y) € R

Hay muchas superficies que no se pueden describir de esta forma, e.g., una esfera. La
nocién mas general de una superficie es usando parametrizaciones pero con funciones
de dos variables.

Definicién 7.14. Sea ® : D C R? — R? una funcién dada. La imagen S = ®(D)
se llama la superficie correspondiente o parametrizada por ®. Escribimos

B(u,0) = (#(u, v), 4, 0), 2(u,0),  (w,0) € D. (7.1)
Decimos que S es C! si @ es C1.
Ejemplo 7.15. Las ecuaciones paramétricas de una esfera de radio a son (cf. (1.25))
s w]

®(0,1) = (acosfcostp,asenfcosy,asent)), 6 € |0,2n], ¢€[—§,§
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Como veremos mas adelante, esta parametrizacion de la esfera induce un vector nor-
mal a la superficie (cf. (7.3)) que apunta hacia “afuera” de ésta. Podemos también
parametrizar la esfera con las ecuaciones (cf. (1.24)):

W(0,1) = (acosfsenp, asenfsenp,acosy)), 6€0,2n], 1 €|0,n]

El vector normal que induce esta parametrizacion, contrario a la anterior, apunta
hacia “adentro” de la esfera. Dependiendo de la aplicaciéon o problema a mano que
se esté trabajando, es que se selecciona cual parametrizacion conviene utilizar.. O

Ejemplo 7.16 (Ecuaciones de un Toro). La ecuacién de un circulo con centro en el
origen y radio r en el plano xz la podemos escribir en forma paramétrica como

Y+ (rcost,0,rsen), 1 € [0,2n].
Este circulo lo podemos trasladar a uno con centro en (a,0,0), a > r, mediante

Y= (a+rcost,0,rsen), € [0,2n].

La matriz
cos@ —senf 0
senfl cosf 0 |,
0 0 1

representa una rotacion, por el angulo 6, del plano xy. Si rotamos el circulo de radio
ry centro en (a,0,0) obtenemos que

cosf —senf 0 a—+rcosy (a+rcost)cosb
senf cosf O 0 = | (a+rcost)send
0 0 1 rsen rsen 1

De aqui que
®(0,¢) = ((a+ rcost)cos, (a+rcostp)send, rsen)), (7.2)

0 € [0,27], 1 € [0, 2], son las ecuaciones paramétricas de un toro de radio r y radio
interno a. En la Figura (7.1) ilustramos el caso en que a = 2y r = 0.5. O

Ejemplo 7.17 (Toro Tri—axial). Las ecuaciones paramétricas

®(u,v) = ((l—l—cosv) sen u,

1+ n 2 n 2T
cos | v+ — sen | u+ —
3 3 )7
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Figura 7.1: Un toro con a =2y r = 0.5 en (7.2).

(1 (o ) Yo (o)),

u € [—m, 7, v € [—m, 7] describen lo que se conoce como un toro tri-azial. En la
Figura (7.2) ilustramos esta complicada superficie, vista desde un cierto punto de
referencia. O

Volviendo al caso general de la superficie parametrizada (7.1), considere las curvas

O'U(t) = (i(tv UO)v g(tv UO)? é(tv UO))? O'U(t) = (i(u(b t)v Z)(u(b t>7 é(u(]v t)),

donde (g, Yo, 20) = P(ug, vp) es un punto en la superficie. Los vectores tangentes a
las curvas o,, o, ent = uyy t = vy respectivamente, estan dados por

- 01 Y 0z 0P
Tu(u(]uv(]) = U;(UO) = (%(anvo)a %(UO,UO), 8—2(%7@0)) = %(anvo)a

- 01 Yy 0z oP
Tofuom) = o) = ( G (uorv0h S0, 5o ) ) = 2 )

Decimos que S es suave en (xo, Yo, 20) = P(ug, vg) si

—

1i(uo, vo) = T (uo, vo) X Ty(ug, vo) # 0. (7.3)

En tal caso, fi(ug, vg) se llama el vector normal a la superficie S en el punto (x, Yo, 20)
mducido por la parametrizacion P.

Definicién 7.18. Si la superficie S parametrizada por ® : D C R? — R3 es suave
en (o, Yo, 20) = P(ug, vo), entonces el plano tangente a S en (xg, Yo, 20) se define por
la ecuacién

ﬁ(uO,’l}()) ’ (LU — X0, Y — Yo, 2 — ZO) =0.
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Figura 7.2: Un toro tri-axial.

Ejemplo 7.19. Considere la superficie parametrizada por
®(u,v) = (ucosv,usenv,u® +v?), (u,v) € R%

Tenemos que

T, (u,v) = (cosv, senv,2u), Ty(u,v) = (—usenv,ucosv,2v).

Asi que

f(u,v) = Tu(u,v) x Ty(u,v),
= (2usenv — 2u®cosv, —(2vcosv + 2u’senv), u).

Note que ii = 0 implica que v = 0. Poniendo u = 0 en la expresién de i, e igualando
a cero tenemos que
(2usen v, —2v cos v, 0) = 0,

implica que v = 0 (ya que senv y cosv no pueden ser cero a la misma vez). Podemos
concluir que f(u,v) = 0 si y solo si (u,v) = (0,0), ie., la superficie es suave y
tiene plano tangente en todo punto que no sea ®(0,0) = (0,0,0). Por ejemplo para
(u,v) = (1,7), que corresponde al punto (—1,0, 1 + 72) de la superficie, tenemos que
n(l,7) = (2,2m,1). El plano tangente a la superficie en este punto es:

2+ 1)+2ry+2z—1—-7>=0.
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Ejemplo 7.20. Una superficie S dada por
z=g(z,y), (z,y)€D, (7.4)
se puede parametrizar mediante
D (u,v) = (u,v,g(u,v)), (u,v) € D,

ie,conx=u,y=uv, 2z=g(uv). Ahora

'f‘u(u,v) = (1,0, %(u,v)) , ’f‘v(u,v) = (O, 1, g—i(u,v)) ,

de donde se obtiene que
fi(.0) = (~ 22 (u,0), -2 (u,0),1) #6. (75)
ox oy

En particular la superficie es suave en todo punto. El plano tangente en (xq, yo, 20) =
(w0, vo, g(ug, vo)) estd dado por

0 0
2 =20 = %(x(]vy(])(x - ,’L’()) + a_z(xmy())(y - y0)7

que coincide con la definicién de plano tangente dada anteriormente para una super-
ficie del tipo (7.4). O

7.3 Integrales sobre superficies

Al igual que para las curvas, vamos ahora a definir los integrales de campos escalares y
campos vectoriales sobre superficies parametrizadas. En este caso, la parametrizacién
de la superficie se utiliza para convertir la integral sobre la superficie a una sobre una
region plana. En esencia, la parametrizacién de la superficie sirve para “aplastar” la
superficie hasta hacerla una regién plana.

7.3.1 Area de Superficies

Para una superficie S parametrizada por ® : D C R? — R?, el area A(S) de la
superficie se define por

A(S) = / /D T, (u, v) x Ty(u,v)| dudo. (7.6)
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Esta definicién se puede motivar al observar que la norma del producto cruz de dos
vectores mide el drea del paralelogramo generado por los dos vectores. Note que

@) 0.2 03,2
I 0) x Tolws )=\ 505 * 3oy T o) |
donde
P ou Ov
0(,9) — ., etc.
O(u,v) @ @
ou Ov

Ejemplo 7.21. Vamos a calcular el area de la superficie S parametrizada por:
(u,v) € [1,2] x [0, 27].

®(u,v) = (ucosv,usenv,u’),

Esta superficie se obtiene al rotar alrededor del eje de z la curva en el plano xz dada
por z = 23 con x € [1,2]. Calculando tenemos que:

Tu(u,v) = (cosv, senv, 3u?), T,(u,v) = (—usenv, ucoswv,0),
y que:
T (1, v) X Ty(u, v)|| = ||(=3u® cos v, —3u® sen v, u)|| = uv/9ut + 1

El area de S esta dada por:

2 om 2
A(S) = / ux/9u4+1dvdu:27r/ uv9ut + 1 du,
1 Jo 1

4
= 7T/ V9w? + 1dw, (w = u?)
1

o 1. (124145
_ 5[4\/@—M+§1n<m)].

O

En el caso especial de la superficie (7.4), tenemos que usando la ecuacién (7.5), la
formula (7.6) reduce a:

A(S) = //D \/1 + (g—z(x,y))z + <g—§(x,y)>2 d dy.
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Ejemplo 7.22. La seccién del cono z = y/x? + y? para 0 < z < 1, se puede describir
como:
z=g(x,y), (z,y)€D,

donde g(z,y) = /22 + y? y D es el disco unitario:
D={(zy) : 2 +y*<1}.

Como

tenemos que

A(S) = //D\/l—i-(%(x,y))2+<g—z(x,y))2dxdy,

= //D 1+<7#y2> +<7%y2> dz dy,
= //Dﬁdxdy:ﬂw,

donde en el ultimo paso usamos que

// drdy = .
D

7.3.2 Integrales sobre Superficies para Campos Escalares

Sea S una superficie parametrizada por ® : D C R? -+ R3y f: S — R una funcién
continua. Entonces definimos la integral de f sobre S por

/[Sfd/‘://Df(‘1>(u,v))||fu(u,v) x T, (u,v)|| dudv.

En el caso que f representa una densidad de masa por unidad de area para una placa
de material que tiene la forma de la superficie .S, entonces la integral de f sobre S
nos da la masa total de la placa. (Vea el Ejercicio 7.13.)

Ejemplo 7.23. Considere el problema de calcular la integral []. sVTr+yr+1dA
donde S es la superficie parametrizada por

®(r,0) = (rcosf,rsend,d), recl0,1, 6e€]l0,2n].
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Tenemos que

= sen6.

= cos¥f,

De modo que

T, (r, 0) x Ty(r,0)| = V1 + 12
Para f(z,y,2) = /22 + y?+ 1, tenemos que f(®(r,0)) = v/r?2+ 1. Podemos ahora

calcular la 1ntegral original:

/ Va+y?+1dA = // (14 72)dedr,
S

3
= /(1+r)d 27?(7"—1-—)
0 3
Para una superficie del tipo (7.4), usando (7.5) obtenemos que

//fdA /fxygmy)\/1+<gi)+<g—§)2dxdy.

Ejemplo 7.24. Considere la superficie dada por z =22 +9,0< 2 <1, -1 <y <1
y la funcién f(z,y, z) = x. Tenemos usando la formula de arriba que

1,1
/ fdA = / / V2 + 4x? dy du,
S 0 J-1

1
= /2xx/2+4x2dx,
0
1 ! 2
- 6(2+4x2)3/2 zg(gx/ﬁ—l).
0

O

7.3.3 Integrales sobre Superficies para Campos Vectoriales

Sea S una superficie parametrizada por ® : D C R? — R3 y f: 5> Run campo
vectorial continuo. Entonces definimos la integral de f sobre S por

//Sf.dﬁ; = //D f(@(u,0) - (Tul, v) x Ty(u,v)) dudv, (7.7)
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Note que
f(®(u,v)) (rfu(u,v) X Tv(u,y)> =
F( ®(u,v)) - N(u,v)) ||T‘u(u,v) X TU(U,U)H.
donde ) )
N(u, v) Tu(u,v) x Ty(u, v)

[T (u, v) X Ty (u, v)
es la normal unitaria a la superficie S si ésta es suave. De modo que la integral de

superficie del campo vectorial f se puede ver también como la integral de superficie
de la funcién escalar f - N, esto es:

//Sf~dA://S?-NdA. (7.8)

El campo escalar f N es el componente de f_i en la direcciéon de la normal unitaria
N de S. Es por ésta razon que la integral de f sobre la superficie S se llama el flujo
total de f a través de S.

Ejemplo 7.25. La integral de un campo vectorial sobre una superficie puede tener
diferentes interpretaciones dependiendo del significado o lo que mide el campo vecto-
rial.

i) Sea V(z,y, z) la velocidad de un fluido en el punto (z,y, z). Entonces

//V~dA://V~1<IdA,
S S

es proporcional a la cantidad de fluido que pasa a través de S por unidad de
tiempo.

ii) SiT(x,y,z) es la temperatura de un cuerpo en el punto (z,y, z), entonces la Ley
de Fourier dice que el flujo de calor estd dado por q(z,y, z) = —kﬁT(z, Yy, z) para
una constante k£ > 0. En este caso la integral sobre la superficie S del campo
vectorial g mide el flujo de calor a través de S.

iii) Si E(z, Y, z) es un campo eléctrico y S una superficie cerrada, entonces una de
las leyes de Maxwell, la Ley de Gauss, establece que la integral sobre S de E es
igual a la carga eléctrica neta () dentro de S, i.e.,

//Sﬁ.dng
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U
Ejemplo 7.26. La esfera unitaria S la podemos parametrizar mediante
®(0, ¢) = (cosBsen ¢, sen d sen ¢, cos @),
6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. Tenemos pues que
Tg(@, ¢) = (—sen@sen ¢, coslseng,0),
'f‘¢(9, ¢) = (cosfcoso, senf cosp, —sen ),
Tg(@, @) X 'f‘¢(9, ) = (—cosfsen?p, —senfsen’¢p, —sen ¢ cos P).
Para el campo vectorial f (x,y,2) = (v,y, z) tenemos ahora que
f(@(0,0)) - (To(6,0) x Ty(0,0)) = —sen .
La integral de f sobre S la podemos calcular ahora:
27 pm
//f-dA:/ /—sen¢d¢d9:—47r.
S o Jo
[

7.4 Superficies orientables y reparametrizaciones

Al igual que para las curvas, podemos hablar de la orientacién de una superficie y de
cuando una reparametrizacion de la superficie cambia o no ésta orientacién.

Definicién 7.27. Una superficie S se dice que esta orientada si en cada punto
(o, Y0, 20) € S existe un vector unitario N(xo, Yo, 20), llamado la normal unitaria
a S en (To,Y0,20), y N(-) es una funcién continua sobre S. La direccién o lado al

cual apunta N se le llama el exterior o lado positivo de Sy ~N apunta al interior o
lado negativo de S.

iNo todas las superficies son orientables!

Ejemplo 7.28. Considere la parametrizacion

®(r,0) = (a (1 + 1 cos g) cost,a (1 + 1 cos g) sen 6, ar sen g) )

0 € [0,2r], r € [—b,b], donde a,b > 0 son nimeros fijos. Esta superficie se conoce
como la cinta de Mébius. En la Figura (7.3) ilustramos el caso a = 1,b = 1/2. Un
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Figura 7.3: Una cinta de Mobius.

cémputo largo pero elemental arroja que la normal definida por la parametrizacion

de arriba es:
6 6 0
— — 2 (i 2) v 37 _
n(r,0) [a sin 5 ( r (cos 5 ~ CoS 2) cos 9) ,

2 6 6
L (4 sin® — cos 5T r(sin? 6 + cos 9)) :

2 2
0 0
a%osi (1 +rcos§)] .
Tenemos entonces que
n(r,0) = [0,—a’r/2,a*(1+7)],
n(—r,2m) = [O,azr/Q, —a2(1 + )] = —1(r,0),

y como ®(—r,21) = ®(r,0), tenemos que n(-,-) no es continua. De modo que la
cinta de Mdobius es un ejemplo de una superficie no orientable. Note que este ejem-
plo también ilustra que aun cuando la parametrizacién ® tenga derivadas parciales
continuas, no necesariamente esto implica que la normal ®, x ®, es una funcién
continua sobre S. O

Al igual que para las curvas, podemos definir reparametrizaciones de superficies
que preservan o no la orientacién de la superficie. Para esta discusion usamos la

notacion
[l ffso

para enfatizar que la superficie S esta parametrizada por ®.
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Definicién 7.29. Sean ® : D, C R? —» R?, ¥ : D, C R? — R? parametrizaciones
de la superficie S. Decimos que W es una reparametrizacion de ® si existe una
funcién h : Dy — Dy, 1-1 y sobre, tal que W(s,t) = ®(h(s,t)) para todo (s,t) € Ds,
éstoes W= ®oh.

Si escribimos h(s,¢) = (a(s,t), 9(s,t)), entonces usando la regla de la cadena y la
ecuacion (7.3) es facil ver que:

fg(s,t) = fig(h(s,t)). (7.9)

Se puede demostrar que si h es O y como es 1-1, entonces el jacobiano
d(u, ) 40,
d(s,1)

Asi que este jacobiano es siempre positivo o siempre negativo. En el primer caso
decimos que la reparametrizacion W preserva orientacion mientras que en el otro
caso cambia la orientacion. Usando (7.9) y la formula para cambio de variables
(Teorema 6.16), se puede demostrar ahora que si ¥ es una reparametrizacion de ®
segun la definicion de arriba, entonces

//‘PfdA://‘I)fdA, //‘I’t?.dﬁzi//@f.d‘& (7.10)

donde en la segunda ecuacion, el signo es “+” si W preserva orientacién y “—" de lo
contrario.

v (S,t) S Dg.

7.5 Ejercicios
Ejercicio 7.1. Evalte:

a) / fds donde f(x,y,z) =zyzy o(t) = (t,2t,3t), 0 <t < 2.

b) / f.ds donde f = (32,92,62) y o(t) = (cost,sint, t/3), 0 < t < 4r.

o

Ejercicio 7.2. Calcule
/ vy dw + 3zx dy — br’yzdz,
c

donde C es la curva parametrizada por

o(t) =t 1), 0<t<1.
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0.5F

Figura 7.4: Diagrama a utilizarse en el Ejercicio (7.3).

Ejercicio 7.3. Evalte [(1+ zy)ds donde C es la curva que se compone de las dos
curvas C1, Cy que se muestran en la Figura (7.4) y con la orientacién indicada por
las flechas.

Ejercicio 7.4. Un alambre tiene la forma dada por la curva o (t) = (3 cost, 3sint, 2t),
para 0 < ¢t < 47, y una densidad de masa lineal de p(z,y,2) = 2% + y? + 2% kg/m.
Calcule el centro de masa del alambre.

Ejercicio 7.5. Evaltie fcydx + zdy + v dz donde C se compone del segmento de
linea de (0,0,0) a (0,—5,0) y el de (0,—5,0) a (0,1,1).

Ejercicio 7.6. Sea C la curva de (1,—1,—1/2) a (1,1, 1/2) parametrizada por

t

r(t) = (— cos(mth), t7/3, ol

), —1<t <1,

y considere el campo vectorial F(z, y,z) = (2ay + 22,22, 222 + weos(7z)).
a) Halle una funcién f : R3 — R tal que f = Vf.

b) Calcule [.f- ds.

Ejercicio 7.7. Considere el campo vectorial f(z,y) = 2zy ¢ + (22 — ) 3.

1 -
a) Verifique que f(x,y) = 2%y — §y2 es un potencial escalar para f.
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b) Evalte [, f - dS donde C es una curva suave desde el punto (—1,4) hasta el punto
(1,2).

Ejercicio 7.8. Una particula se mueve a lo largo de la curva o(t) = cos(t)e +
sen (t) g+ tk, 0 <t < 27, sujeta a la fuerza f(x Y,z) = —zyt+ zx) + xyk. Calcule
el trabajo hecho en la particula por la fuerza f. Ayuda: Calcule f f.ds.

Ejercicio 7.9. Halle el trabajo hecho por el campo vectorial f(:c,y) =—x1—2y)
sobre un objeto que se mueve a lo largo de la curva y = 2% desde el punto (0,0) hasta

el punto (2,8). Las unidades de f son en newtons y las de largo en metros.
Ejercicio 7.10. Encuentre una parametrizacion ® para las siguientes superficies:

a) el plano que contiene el punto (1,2, —3) y que es paralelo a los vectores (1,1, —1)

b) la parte inferior del elipsoide 222 + 4y* + 2% = 1;

¢) la seccién de la esfera de radio 4 con centro en el origen entre los planos z = —2
y z=2.

Ejercicio 7.11. Halle [[2*>dA donde S es la porcién del cono z = /2% 4 32 donde

1<a?+y? <4
//(x+y+z)dA
S

donde S es la superficie en el primer octante dada por el plano = + y = 1 para
0<z<1.

Ejercicio 7.12. Evalte

Ejercicio 7.13. Una lamina S de un cierto material estd dada por la secciéon en el
primer octante del plano 2x + 3y + 6z = 12. Si la densidad de masa de la placa es
p(z,y,2) = 2% + 3% en kg/m?, halle la masa total de la lamina.

Ejercicio 7.14. Halle ffsf dA donde f = (z,y,2) y S es la parte del cilindro
?»+22=1entrey=—-2,y=1.

Ejercicio 7.15. Halle el flujo del campo vectorial F(x, y,z) =x 14y 3+2k a través
de la superficie S dada por la seccién de la esfera z2 + y + 22 = 36 en el primer
octante. La orientacién de S se toma de modo que la normal a la superficie apunte
hacia arriba.
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Ejercicio 7.16. Sea S la superficie parametrizada por
®(s,t) = (s*cost,s’sint,s), —3<s<3, 0<t<2r
Halle una ecuacién para el plano tangente a S en el punto ®(—1,0).

Ejercicio 7.17. Halle el area de la superficie dada por z = g(x,y) donde g(z,y) =
(2/3)23? para 0 <2 <3,0<y < 2.

Ejercicio 7.18. Halle el 4rea de la superficie z = 222 4 2y% acotada por los planos
z=2yz=8.

Ejercicio 7.19. Considere la superficie S parametrizada por:
®(u,v) = (ducosv,4usinv,u?), 0<u<2, 0<ov<2r.
a) Calcule el drea de la superficie.

b) Halle una ecuacién para el plano tangente a la superficie en el punto (zg, yo, 20) =
®(1,m).

Ejercicio 7.20. Para la superficie S con parametrizacion:
®(s,t) = (s*cost,s’sint,s), —3<s<3, 0<t<2m,

verifique que el area de S estda dada por la integral:
3
27r/ s*V/1 + 452 ds.
-3

Ejercicio 7.21. Sea S la superficie parametrizada por

B(s,t)=(s+t,s—t,st), (st)e€D,
donde D = {(s,t) : s> +t* <1, s>0, t>0}. Evalte //F dA donde f =
s

(x,y, 2).
Ejercicio 7.22. Usando (7.9) y la formula para cambio de variables (Teorema (6.16)),

verifique las ecuaciones (7.10) donde W es una reparametrizacién de ® en el sentido
de la Definicién (7.29).

Ejercicio 7.23. Sea S una superficie C! parametrizada por
D (u,v) = (2(u,v), y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € D.
ad : R?*— R?una funcién C! y 1-1 tal que det DU(X) > 0 para toda X. Defina
=1tuo ®. Note que W es una parametrizacién de u(S). Verifique que
P, x ¥, = [adj(Di( @) (2, x P,).

Ayuda: Utilice la regla de la cadena y la identidad A& x Ab = [adj(A)]'(& x b) la
cudl es valida para cualquier matriz A nosingular.

Se
v
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Capitulo 8

Analisis Vectorial

En este capitulo veremos como los conceptos y definiciones de los capitulos anteriores
se combinan para darnos los teoremas méas importantes del andlisis vectorial. Estos
resultados recogen la mayoria de los conceptos estudiados en el texto en varios teo-
remas muy elegantes y tutiles que relacionan una integral de linea a uno de superficie
(Teorema de Stokes), y otro resultado que relaciona un integral de superficie a uno
de volumen (Teorema de la Divergencia). Como aplicaciones de estos teoremas vere-
mos una caracterizacién de los campos conservativos usando el operador rotacional,
derivaremos la ecuacion de calor de la fisica matematica, y verificamos las llamadas
identidades de Green las cuales son de vital importancia en el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales.

8.1 Teorema de Green

Comenzamos considerando regiones en el plano de tipo I, 11, 6 III. La curva fronteriza
a estas regiones la denotamos por C. La orientacién de C' en contra de las manecillas
del reloj se llama positiva y la otra negativa. Escribimos C'* para denotar a la curva
C' con orientacion positiva y C~ cuando la orientacién es negativa. En la Figura (8.1)
ilustramos el caso de una regién del Tipo I con su curva fronteriza con orientacion
positiva.

Lema 8.1. Sea D una region del Tipo I, C' su curva fronteriza, y P : D — R una

funcién C*. Entonces
P
/ P(x,y)dxz—// a—(fc,y)dxdy-
c+ p Oy

Demostracion: Suponga que la regién D se describe por::

D=A{(z,y) :a<z<b, ¢gi1(zr) Sy < ¢o(r)}

209
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Y=0,(x)

y=0,()

Figura 8.1: Una regiéon D del Tipo I con su curva fronteriza positiva.

Podemos parametrizar a C™ en cuatro segmentos por:

oi(t) = (L) , a<t<b,

ox(t) = (b,1) , d1(b) <1< a(h),
o3(t) = (a+b—t,¢ola+b—-1)) , a<t<D,
ou(t) = (a,01(a) + ¢2(a) =1) , di(a) <t < da(a),

Tenemos ahora que

b ¢2(b)
/CJrP(xay) dr = /CLP(t,¢1(t))dt—|—/¢ P(b,t)((]) dt

1(b)
v f Pla+b—t,galatb—0)(—1)dt
a¢2(a)
+ / P(a, é1(a) + da(a) — 1)(0) dt,
1(a)

- /Zﬁ@ﬂﬂﬁn+lz%t@@»@
_ / (P(t, ¢ (t)) — P(t, ¢2(1))) dt

b ¢2(x)
// (r,y)dedy = —/ / —ap(:v,y)dy dz,
a ¢1(x) ay

Pero
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b
. / (P(x, d2(x)) — P(x, ¢ ())) da,
- [ Py
C’+

De igual forma se demuestra el siguiente resultado.

O

Lema 8.2. Sea D una region del Tipo II, C su curva fronteriza, y @ : D — R una
funcién C*. Entonces

_ [
[ Qay= [[ Gz

Combinando ambos lemas tenemos nuestro primer resultado importante del andlisis
vectorial.

Teorema 8.3 (de Green). Sea D una region del Tipo III, C su curva fronteriza, y
P:D—R,Q:D — R funciones C'. Entonces

/m(P(x,y) dz 4+ Q(z,y)dy) = //D (g—g(x,y) — %(z,y)) da dy.

Comentario 8.4. El Teorema de Green también se puede utilizar con regiones D
que se pueden escribir como la uniéon de regiones del Tipo III que no se solapen
(intersequen). En este caso, la integral sobre la regién D se escribiria como una suma
de integrales sobre regiones del Tipo III a las cuales el Teorema 8.3 aplicaria.

Comentario 8.5. El Teorema de Green es valido para regiones mas generales que las
del Tipo III. Especificamente, el resultado es valido para regiones D donde la frontera
C se puede parametrizar con una curva C' por pedazos, simple, cerrada, y de largo
finito. A estas curvas se les llama curvas de Jordan rectificables.

Ejemplo 8.6 (Area de una regién plana). Tomando P(z,y) = —y, Q(x,y) = x en el
Teorema de Green se obtiene que

/ (mdy—ydx):2// dx dy,
c+ D

érea(D)://Ddxdy:%/m(xdy—ydx). (8.1)

Considere la regién D cuya frontera estd dada por la curva

ie.,

r=acos’f , y=asen’d , 0¢€|0,27],
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>(2/3_‘_y2/3=32/3

05F

-0.51

Figura 8.2: La region del Ejemplo (8.6) para el caso a = 1.

donde a > 0 es un numero dado. Esta curva en coordenadas cartesianas estd dada
por x%/3 + 4?3 = ¢?/3. (Vea la Figura (8.2).) Usando la formula de arriba para el
area de D tenemos que

1 2
area(D) = 5 / (acos® 0 3asen?0 cosf + asen >0 3a cos® H sen ) db,
0
3a® [T 2 4 2
= 5 (cos™ @ sen =0 + sen 6 cos” ) db,
0
3 2 27 3
- 2 sen 20 cos? 0 df = —ma’.
2 Jo 8

O

Ejemplo 8.7. Sea t un numero nonegativo, fijo por el momento, y r(-), 0(-) funciones
diferenciables en [0,¢]. Suponga que A(t) es el area de la regién del plano acotada
por las siguientes tres curvas (vea la Figura 8.3):

oi1(u) = u(r(0)cosd(0),r(0)senf(0)), 0<u<I,
oo (u) (r(u) cosO(u),r(u)senf(u)), 0<u<t,
o3(u) = (1- u)( (t)cosO(t),r(t)send(t)), 0<u<I,

Utilizamos la formula (8.1) para calcular A(t). Note que las aportaciones de oy y 03
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N regién de drea A(t)

Figura 8.3: La regién del Ejemplo (8.7) de drea A(t).

a la integral son ambas cero ya que el campo vectorial (—y, =) es perpendicular a o
y o4 en cada curva. Como

oh(u) = (r'(u) cos O(u) — r(u)d' (u) sen O(u), 7' (u) sen O(u) + r(u)d' (u) cos O(u)),

tenemos que

Alt) = %/Ot(—r(u) senf(u), r(u)cosf(u)) - oy(u)du = %/Ot r2(u)6 (u) du.
Note que en particular obtenemos la formula para la derivada de A(¢):
A(t) = %rz(t)ﬁ’(t). (8.2)
U
Ejemplo 8.8. Sea D la regién acotada por las curvas y = z, y = 22, para 0 < x < 1.

Para el campo vectorial f (x,9) = (zy?, x + y), queremos calcular

1,
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0.8

0.6

0.4

0.2r

-0.2

I i I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 8.4: La regiéon D del Ejemplo (8.8).

usando el teorema de Green. Si Ct representa el borde o frontera de D segin se
ilustra en la Figura 8.4, entonces podemos parametrizar a C* de la siguiente manera:

o (t) (t, %), 0<t<I1,
oyt) = (1—-t,1—1t), 0<t<l1.

Tenemos ahora usando el Teorema 8.3 que

1
//(%&)-d& = / f~d§:/f(t,t2)-(1,2t)dt
D C+ 0

+/1F(1 —t,1—1)-(=1,-1)dt,
- /1(t5,t—|—t2) - (1,2¢t) dt
w [ 20— 1

1 1
1
= /(t5+2t3+2t2)dt—/(u3+2u)du:—.
0 o 12
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Regiones con huecos

El Teorema de Green se puede utilizar con regiones que contengan un numero finito
de huecos. Vamos a ilustrar esto en el caso de una regién D con un solo hueco. Si
C es la frontera de la region D, entonces C' = C U Cy donde C; y C5 son los bordes
externos e internos, respectivamente de D. (Vea la Figura 8.5a.) Podemos visualizar
a D como la unioén de dos regiones Dy y D, segiin se muestra en la Figura 8.5b, a las
cuales el Teorema de Green es aplicable!. Tenemos entonces que

//D (g—g(:):,y) - 88—5(93,?/)) dedy = //131 (g—g(x,y) — g—i(x,y)) dz dy

+//DQ (g—g(ﬂf,y) - %—J;(%y)) dz dy,

Z/ﬁ(P(x,y) dz + Q(z,y) dy)+/ (P(z,y)dz + Q(x,y) dy),

+
FQ

donde T’ es la frontera de D; orientada en contra de las manecillas del reloj, i = 1, 2.
Notando que los integrales de linea sobre los bordes rojos y verdes cancelan, llegamos

a que
//D (g—cj(x,y) - g—g(xay)) dedy = /(ﬁ(P(x,y) dz 4+ Q(z,y) dy)

1
+/ (P(z,y) dz + Q(z,y) dy).
Cy
Note que aunque las orientaciones de C;" y C5 son opuestas, al recorrer sobre ambos
bordes en las direcciones de sus parametrizaciones, siempre la region D queda a la

izquierda. Es por esto que decimos que ambas curvas tienen orientacion “positiva”.
Podemos entonces escribir el resultado anterior como

//D (g—g(x’y) - %_J;(x=y)) dedy = /C(P(:c,y) dz + Q(z,y) dy),

donde C' tiene orientacién positiva.

Los teoremas de Stokes y la divergencia en el plano

—

Si escribimos f(x,y) = (P(z,y), Q(z,y)), entonces

/C+(P($>?/)d95+@($,y)dy):/ f. ds,

Cc+

'La separacién entre D1 y Dy en la Figura 8.5b es solo para énfasis ya que en realidad las regiones
se “tocan” o intersecan en los bordes rojos y verdes.
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(a) Regién D con un hueco. (b) Regiones Dy y Ds sin huecos.

Figura 8.5: Una regién con un hueco se puede visualizar como la unién de dos regiones
a las cuales el Teorema de Green aplica.

¥y que

ox

De aqui que el Teorema de Green lo podemos escribir como

/ F-dgz//(ﬁxF)-kdxdyZ//(ﬁxF)-d/&,
Cct+ D D

ya que k es la normal unitaria a la region o superficie plana D. Como veremos mas
adelante, este resultado es el caso especial para el plano del Teorema de Stokes para

superficies. Note que
/f.dng F T ds,
c+ c+

donde T es el vector tangente unitario a C*. Combinando esto con el resultado de
arriba, tenemos que

Vxf= (a—Q(x,y) - aa—i(x,y)) K.

//D(ﬁxf)-ch&: f.Tds. (8.3)

Cc+

Esta ecuacion nos dice que la integral sobre D del rotacional del campo vectorial f
mide la rotacién o circulacién de f alrededor de C.
El flujo de f a través de de la frontera C' se define como la integral de linea

/F-Nds,
C

donde N la normal unitaria a C que apunta hacia afuera de D (la regién contenida
por ). Vamos ahora a examinar que mide el flujo de f a través de la frontera de la
region D en el Teorema de Green.
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Teorema 8.9 (de la Divergencia en el Plano). Sea D una region plana del Tipo 111

y C su frontera. Sea N la normal unitaria a C que apunta hacia afuera de D. Sea
f: D — R2 un campo vectorial C*. Entonces

/f-Nds = // div £ dz dy.
C D

Demostracion: Sea o(t) = (z(t),y(t)), a <t < buna parametrizacién de C' en contra
de las manecillas del reloj. Entonces

('), —2'(t)
2'(t)? +y(t)?

N(t) x o'(t) = Va' ()2 + /(1) k,

lo que verifica que N apunta hacia afuera de D. Ahora con f(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))
tenemos que

/C F.Nds = / F(o(t) - N(t) /T (02 + ()2 dt,
= /[P(if(t%y(t))y'(t)—Q(if(t%y(t))x'(t)] dt,

_ /m(—Q,P)- dgz/D(ﬁ x (-Q,P))-dA

_ // (a_P_‘_@) dxdy://Ddivfdxdy,

x (~Q,P) = <Z—P+g—§)k
O

Tenemos entonces que la integral sobre D de la divergencia del campo vectorial
f mide el flujo de f a través de C.

o'(t) = («'(1),y'(1)), N(t) =

Note que

donde usamos que

8.2 Teorema de Stokes

La generalizacion del Teorema de Green a superficies parametrizadas en lugar de
regiones planas, se conoce como el Teorema de Stokes. Examinamos primero el caso
especial de este teorema cuando la superficie S estd dada de la forma

= f(z,y), (x,y)€D.
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Sabemos que en este caso la superficie se puede parametrizar por

®(z,y) = (v,y, f(z,9)), (z,y) €D,

y que
To(z,y) x Ty(z,y) = <—a—£(u‘6,y), —a—‘g(x,y), 1) :

Por lo tanto, para cualquier campo vectorial g definido sobre S, tenemos que

//Sé.dﬁz//Dg(x,y,f(x,y)). <_%(I,y),_g—£(;€,y),1) dz dy.

Suponemos que D es una regién a la cual el Teorema de Green aplica. Sea o (t) =
(z(t),y(t)), a < t < b, una parametrizacién positiva (C' por pedazos) de C, la
frontera de D. Definimos la frontera de S, denotada 95, como la imagen de C' bajo
®, ie., 05 tiene parametrizacién

n(t) = (x(t),y(), f(x(t),y(?)), a<t<b (8.4)
Tenemos ahora:

Teorema 8.10 (de Stokes: caso especial). Sea S una superficie dada por z = f(z,y),
(r,y) € D donde f € C?, y f: R3> — R un campo vectorial C*. Si 3S tiene la
parametrizacion (8.4), entonces

//Wxa.dg: F.ds.
S oS

Demostracion: Usando la definicién de n tenemos que
b
/8 T - / Fo((0,5/(0), fo' (1) + fy/ (1)) dt,
b
= [0+ ha® + Bl () + £/ 0)

donde los argumentos de £ = (f1, fo, fs) son (x(2), y(t), £(2(), y($))) ¥ los de fu, fy.
ete., son (x(t),y(t)). Por el Teorema de Green

/ (frd! (t) + for/ (1) + fs(for (t) + £/ (1)) dt =
= /c+<(f1 + fafs)dx + (fo + fy f5)dy)
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//( (2t fufs) = ¢ﬁ+@m)mw,

donde en el tdltimo integral, los argumentos de fi, fo, f3 son (z,y, f(x,y)) y los de
fa, fy son (z,y). Pero (Ejercicio 5.28):

%(f2+fyfs) gy U1+ fels) = (V5 £) - (~fa = fy D).

Combinando los resultados anteriores tenemos que

[ Foaie [0 chmnasay— [[(F )08

U
Note que el resultado del teorema también se puede escribir como
/ / ‘NdA = / f.Tds,
S
donde N es la normal unitaria a S y T es el vector tangente unitario a 9.
Ejemplo 8.11. Tomando F(x, y,z) = (ye*, ze® xye®), tenemos que
V xf=
Asi que si S es cualquier superficie a la que el Teorema (8.10) aplique, entonces
/ f. dgz//mf).dgzo.
s s
O

Ejemplo 8.12. Queremos calcular
/ —y3dr 4+ 23 dy — 23 dz,
Cc+

donde C es la interseccién del cilindro 2% 4+ y? = 1 con el plano z 4+ y + z = 1. Note
que C es la frontera de la superficie? S dada por

Z:].—Zlﬁ'—y ) (:L',y)GD,

2Esta no es la tinica superficie con frontera C pero ciertamente es la més sencilla.
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donde D = {(x,y) : 2> +y* < 1}. (Vea la Figura (8.6).) Por el Teorema de Stokes

tenemos que
/ —y?’dx+x3dy—23dz://(§xf)-dﬁ,
c+ s

donde f(z,y,z) = (—y3, 23, —23). Note que

V x f = 3(22 + 1)k,

y que (1,1,1) es normal a S con direccién consistente con la orientacién positiva de
C. Tenemos entonces que

//(ﬁx?)-dﬁ = // 32+ 92k - (1,1,1) dz dy,
5 v 1 p2m I
= // 3(x2+y2)dxdy:// 3r3dodr = =,
D 0 Jo 2

donde la integracion sobre D se hizo cambiando a coordenadas polares. O

Figura 8.6: La curva C' y superficie S del Ejemplo (8.12).

Consideramos ahora el caso més general de una superficie orientada 9, la cual esta
parametrizada por ® : D C R? — R3. Para definir la frontera de S en forma similar
al caso anterior, es necesario asumir que ® es 1-1. Suponiendo ésto, definimos la
frontera de S, denotada 0SS, como la imagen de la curva parametrizada por:

n(t) = ®(u(t),v(t)), tEela,b], (8.5)
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donde
o(t) = (u(?),v(t), tE€la,b],

es una parametrizacién positiva de la frontera C' de D. En el caso mas general de
una superficie orientable en el sentido de la Definicién (7.27), si N(-,-) es un vector
normal unitario continuo sobre S, entonces la direccién de la frontera 05 se toma de
modo que la orientacion de cualquier curva sobre S sea consistente con la regla de la
mano derecha donde N apunta en la direccion del dedo pulgar. Tenemos ahora:

Teorema 8.13 (de Stokes para superficies parametrizadas). Sea S una superficie
orientable y parametrizada por ® : D C R? — R3 donde ® es C? y 1-1, y D es una
region a la cual el Teorema de Green aplica y con frontera C. Sea 0S' la frontera de
S con la parametrizacion (8.5), y f:R3 — R3 un campo vectorial C*. Entonces

/ / f.ds. (8.6)
as
Demostracion: Note que

n'(t) = @u(o(®)u'(t) + ®u(o (1) (D).

Asi que usando el Teorema de Green tenemos que

/asf' ds = /abf(n(t))' n'(t) dt,

Como f y ® son C' y C? respectivamente, tenemos que

/ / [a%(f(«b). ®,) - (,i) (F(®)- @u)} dudv

// (Df(®) — (DF)(®)) ®.] - &, dudo

Pero la matriz Df — (Df)! es anti-simétrica. Asf que usando la formula del producto
triple (1.19), y los resultados de los Ejercicios 1.33 y 5.33, tenemos entonces que

-,
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Combinando los resultados obtenidos hasta el momento llegamos finalmente a que

/asf. dng/D(ﬁx’?)(é)-(%x 'i’v)dudv://s(ﬁxf‘).d‘&.
U

Comentario 8.14. La integral de la izquierda en la ecuacién (8.6) representa el flujo

total del campo vectorial V x f a través de la superficie 95, mientras que el de la
derecha mide la circulacién de f sobre la frontera 05S.

Ejemplo 8.15. Para el campo vectorial f(:c, y,2) = (y, —z, ") calculamos,

//S(ﬁxf')-dﬁ,

usando el Teorema de Stokes. Aqui S estd dada por 22 +y? + (z —1)2 =2, 2 > 0.
(Vea la Figura (8.7).) La orientacion de S es tal que el vector normal apunta en la
direccién radial a partir del centro de la esfera z* + y? + (z — 1)? = 2, y hacia fuera
de ésta. Note que 98 estd dada por el circulo 22 + y? = 1. Una parametrizacién de
0S puede ser:

n(t) = (cost, sent,0), t € [0,2n],

la cual es consistente con la orientacion de la normal de S. Tenemos ahora usando el
Teorema 8.13 que:

//S(ﬁ x f)-dA = /asf. ds = /O%F(n(t)). () dt,

2
= / (sent,—cost, 1) (—sent,cost,0)dt,
0

2
= —/ dt = —27.
0

Ejemplo 8.16. Considere el problema de calcular
/ / (V x £) - dA,
s

= (& - 2y,000% 4 y,0),

donde
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1]
1]

Figura 8.7: La superficie S del Ejemplo (8.15) con su frontera 05S.

y S es la superficie dada por la grafica de z = e~ (@ +y?) para (z,y) € D con

D:{(x,y) : :L'2—|—y2§1}.

(Vea la Figura 8.8a.) La orientacién de S se toma de modo que la normal a la superficie
tiene componente de z positivo. Al tratar de calcular ésta integral directamente
encontramos que el cdlculo resultante es extremadamente complicado. Lo mismo
sucede si tratamos de usar el Teorema de Stokes e intentamos calcular la integral
de linea correspondiente. ;Qué hacemos entonces? El Teorema de Stokes tiene una
consecuencia bien importante. Si S, S’ son superficies con la misma frontera, orientada
ésta en la misma direccién para ambas superficies y consistente con la orientacion de
la normal de cada superficie, entonces

//S(ﬁxf)-dﬁz//,(§xf)-dﬁ.

Volviendo a nuestro problema, si orientamos S de modo que 0S5 esté orientada en
contra de las manecillas del reloj, entonces la superficie

S ={(z,y,2) : (x,y) €D, z=e""},

tiene la propiedad descrita arriba con normal unitaria N = k. (Vea la Figure 8.8b.)
Es facil ver que el componente z de V x f es 2. Usando esto tenemos ahora que:

//Smf).dg _ //@xf).dx
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(a) Superficie original S. (b) Superficie alterna S’ (en rojo).

Figura 8.8: Superficie del Ejemplo 8.16 y su superficie alterna las cuales inducen el
mismo flujo para el rotacional del campo vectorial dado.

_ /]<6xﬂ.ﬁdA
= // 2dA =2 drea(S') = 2.

Ejemplo 8.17. Sean E(x,y,z,t) y ﬁ(m,y,z,t) los campos eléctrico y magnético
respectivamente en un punto (z,y, z) en tiempo ¢. Una de las Leyes de Mazwell de
electricidad y magnetismo establece que

O

. OH
VexE=-22
ot
donde el rotacional arriba se toma con respecto a X = (z,y, 2), i.e., las variables
espaciales. Si S es una superficie a la cual el Teorema de Stokes aplica, entonces

/f)-d§://(vixf})-d§:—//8—H~d§,
s s s Ot
/E-dgz—//a—ﬂ-d&
S s Ot

Si la superficie S no varia con el tiempo, podemos sacar fuera de la integral la derivada
con respecto a “t” obteniendo asi que

‘/E~£:—i//ﬁmm.
as dt J /s

ie.,
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Este resultado se llama o se conoce como la Ley de Faraday. El integral de la izquierda
mide el voltaje alrededor de 0S mientras que el de la derecha es la razon de cambio
del flujo magnético a través de S. En palabras, este resultado lo que dice es que un
imén en movimiento induce una corriente eléctrica en un alambre y viceversa. O

8.3 Campos Conservativos

Anteriormente vimos que si f : R® - Res C'y o : [a,b] — R una curva C!, entonces
[ V1 d5= (o) - flola)

Note que v f es un campo vectorial y que éste resultado establece que su 1ntegral
de linea es independiente del paso. Aquellos campos vectoriales f tal que f=V f
para algin campo escalar f, se llaman campos conservativos y f se conoce como el
potencial.

Ejemplo 8.18. Anteriormente vimos que el campo gravitacional

GMm
forav = — 3 r,
donde ¥ = (z,y,2) y r = ||F]|, es un campo conservativo. El potencial gravitacional
esta dado por
GM
e
r
i.e., Fgrav = —mﬁf ]

Usando el Teorema de Stokes se puede verificar el siguiente resultado.

Teorema 8.19. Sea f un campo vectorial C* excepto posiblemente en un nimero
finito de puntos. Entonces las siguientes aseveraciones son todas equivalentes:

i) £ es conservativo;
i) Vxt=0,ie.,f esirrotacional;
i) fcf- ds = 0 para cualquier curva simple y cerrada C'.

i) fclf' ds = fc2f- ds para cualesquiera curvas simples Cy, Cy con los mismos
puntos terminales.
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Ejemplo 8.20. Considere el campo vectorial

-

f(z,y,2) =ye+ (zcos(yz) + ) 3+ y cos(yz)k.
Note que f € C! en R3 v que

? 7 k
- 2 0 0 0 -
y zcos(yz) +x ycos(yz)

Asi que de acuerdo al teorema, el campo es conservativo. Buscamos ahora el potencial
escalar f(x,y, z) tal que f = V f. Para esto tenemos que resolver el sistema

of _ o 0

_ f_
5 = Y o z cos(yz) + x, 5y = ycos(yz).

Integrando la primera de estas ecuaciones con respecto a x tenemos que f = xy +
“, 0

h(y, z). Diferenciando ésta expresiéon con respecto a “y”, e igualando el resultado a
la segunda ecuacion de arriba, tenemos que

x+%—zcos( 2)+x
8y_ y )

de donde obtenemos que h(y, z) = sen (yz)+ g(z). Diferenciando ahora ésta ecuacién
con respecto a z, y igualando el resultado a la tercera ecuacion de arriba obtenemos
que
ycos(yz) + g'(z) = ycos(yz),
i.e., g(z) = constante la cual tomamos como cero. Asi que un potencial escalar para
fes
f(@,y,2) = zy + sen (yz).

U

Ejemplo 8.21. De acuerdo al Ejemplo (8.18), el campo gravitacional ggrav es conser-

vativo. Asi que en particular, es irrotacional y para cualquier curva C' con parametrizacion
o que sea C!, tenemos usando la expresién para el potencial gravitacional que

Ty a5 = Gatm (H @ al<b>||) |

Esta expresion nos da el trabajo hecho en mover una particula de masa m del punto

o(a) al punto o(b). Note que este resultado es independiente del paso o camino C'.
U
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Ejemplo 8.22. Para F(x, y) = P(z,y) 1+ Q(z,y) 3, tenemos que

L. (0 9
V x Fo <8—§(x,y) _ a—i(az,y)) k.

Asi que f es conservativo o irrotacional si y solo si

0 oP
a—?(ﬂf,y) = a—y(x,y)-

En el caso particular f (r,y) = 2wcosytr — x?seny, ésta condicién se cumple. El
potencial escalar f de f es solucién de
of

— =2xcosy , —— = —x’seny.

ox oy

Integrando la primera de estas ecuaciones con respecto a x obtenemos que f =
«,,”

2?2 cosy + h(y). Diferenciando ésta expresién con respecto a “y” e igualando el resul-
tado a la segunda expresion de arriba, obtenemos que

—z%seny + b (y) = —2*seny,

i.e., h(y) = constante, la cual podemos tomar como cero. Asi que el potencial queda
finalmente como f(x,y) = z?cosy. Si o : [1,2] — R? es cualquier curva C! con
puntos terminales (1,0), (2,1) respectivamente, entonces

/F- ds = f(2,1) — f(1,0) = 4cos(1) — 1.
O

Usando el Teorema (8.19) obtenemos un criterio alterno para que un campo vecto-
rial sea irrotacional, ésto es, que sea conservativo. Con el siguiente teorema obtenemos
igualmente una caracterizacién alterna para que un campo vectorial sea incompresi-

ble.

Teorema 8.23. Sea f un campo vectorial C' en todo R3. Entonces f es incompresible,
i.e., divf =0, si y solo si existe un campo vectorial € tal que f =V x g.

Este resultado no es tan facil de aplicar como el del Teorema (8.19) ya que dado
un campo incompresible f, para hallar el potencial vectorial correspondiente g, hay
que resolver un sistema (lineal) de ecuaciones diferenciales parciales.
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8.4 Teorema de la Divergencia

Consideramos ahora una regién Q C R? que se puede representar de la forma

Q= {(LL’,y,Z) ra<z<b ) ¢1(x> <y< ¢2(LL’) ) ¢1(Jf,y> <z< wQ(x7y>}7 (87>

para cualquier permutacion de las variables x,y, z. Sea S = 0f) la superficie cerrada
que “encierra” a 2 y N(z,y, z) la normal unitaria externa a 0{2. Tenemos ahora:

Teorema 8.24 (de la Divergencia de Gauss). Sean Q, 09, y N segin se describen
antes y sea f : Q — R un campo vectorial Ct. Entonces

///divfdxdydz:// f.dA,

Q o0

///divfdxdydz:// f NdA.
Q o0

Nota: La integral de la derecha en ésta tltima ecuacién es el flujo total del campo
vectorial f a través de la superficie 0f2, por lo que la integral de volumen de divf
mide igualmente éste flujo.

o equivalentemente,

Ejemplo 8.25. Para f(z,y,2) = (22,92 2%) y S la esfera unitaria con centro en el
origen, queremos calcular f f ¢ -dA. La siguiente parametrizaciéon de S cumple con
el requisito del Teorema 8.24 de normal externa unitaria:
®(0,¢p) = (cosfcos g, senfcos ¢, senp), 6 €[0,2n], ¢ € [—g, g] )
De hecho
by x &, = (cos® pcos b, cos® psen b, cos psen @).

Si calculamos [ p f - dA directamente usando esta parametrizacién, tenemos que
. o 2 %
// f-dA = / / (2 cos? § cos® ¢ + sen 30 cos® ¢ + sen ¢ cos ¢) dep db,
S o J-z

etc. Podemos hacer este cdlculo mas simple con el Teorema de la Divergencia. Apli-
cando el teorema tenemos que

//F-d&:///divfdxdydz.
S
{

x24y2+22<1}
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Como divf =2 + 2y + 2z, el computo de arriba reduce a calcular
/(2 + 2y + 2z)der dy dz.
{22 +y2+22<1}

Es facil verificar ahora que

///ydxdydz:///zdxdydz:o,

{z2+y2+22<1} {z2+y2+22<1}
y que
drdydz = 4% .
{22492 +22<1}

Combinando estos resultados obtenemos que
‘Uﬁﬂzﬁ.
g 3

Ejemplo 8.26. Vamos a calcular [[¢(2* +y + z) dA donde
S={(z,y.2) : > +y*+ 2 =1},

usando el Teorema de la Divergencia. Para hacer ésto tenemos que identificar un
campo vectorial f tal que

— —

f-N=z>+y+z, (8.8)

donde N es la normal unitaria externa a S. Como S es la esfera unitaria con centro
en el origen, entonces N = (z,y, z). Si ponemos f = (f1, fo, f3), entonces

f~1<T:xf1 +yfo+2fs.
Combinando ésto con (8.8) tenemos que una posibilidad para f es que cumpla con
cfi =2 yfo=y, zfs=-z

Una posible solucién de estas ecuaciones es f1 = z, fo = 1 = f3, ie, f = (z,1,1).
Para este campo vectorial tenemos ahora por el Teorema de la Divergencia que

//S(a:z+y+z)d5:///(divf)dxdydz: %ﬂ,

{z24y2+22<1}

donde usamos que div f=1. O
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Figura 8.9: La superficie S del Ejemplo (8.27).

Ejemplo 8.27. Considere el campo vectorial

f = (eycosz, Vi + 1 sen z, 2% + o> +3) )
y la superficie S (vea la Figura 8.9) dada por la gréfica de

2= (1— 22— yZ)el—:CQ—Syz’ 22+ yz <1

Orientamos S de modo que la normal unitaria a la superficie apunte hacia arriba
(componente z positivo). Se puede verificar que la integral

//f.dx,
S

es extremadamente dificil de calcular. Note que tampoco podemos utilizar el Teorema
de la Divergencia directamente ya que S no es una superficie cerrada. No obstante,
si consideramos la unién de S con S’ donde

S'={(z,y,2) : 2 +y* <1, 2=0},
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entonces tomando —k como la normal unitaria a S’, podemos aplicar el Teorema de
la Divergencia a la superficie S U S’. Tenemos pues que:

//F-dAJr// idA:// f-d&:///divfdxdydz,
S / SuUS’ Q

donde 2 es el sélido encerrado o contenido por S U S’. Un célculo directo muestra
que divf = 0 por lo que podemos concluir que:

//Sf.dA _ —//lf~d§:—//lf~(—k)dA
= //D(x2+y2+3)dxdy,

donde D = {(x,y) : 2> +y? < 1}. Usando un cambio de variables a coordenadas
polares tenemos que:

//F-d& = //(x2+y2+3)d:):dy,
S D

1 27
= / / r(r? + 3)dfdr = g (r* + 3)2 n
o Jo

1
0 2

8.5 Aplicaciones

En esta seccién exploramos algunas aplicaciones del Teorema de la Divergencia. Nue-
vamente, la seleccién de tépicos es un tanto limitada pero suficiente para dar una idea
de la gran utilidad de este resultado.

8.5.1 La ecuacion de calor

Suponga que V C R3 es la regién en el espacio que ocupa un sélido que conduce calor.
La temperatura en el punto (z,y, z) en tiempo ¢ se denota por u(z,y, z,t). El flujo
(local) de calor q(z,y, z,t) mide la cantidad de calor por unidad de area y por unidad
de tiempo a través de OV en el punto (z,y, z) en el tiempo t. La Ley de Fourier de
conduccién de calor establece que el flujo a través de OV en (z,y, z) en tiempo t es
proporcional al componente del gradiente de temperatura en la direccién normal a
dV, esto es:

du

q(:z:,y,z,t) = _Kﬁu(xaya'%t) : ﬁ(l’,y,Z) =-K on
n

(x,y, 2,t), (8.9)
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donde K > 0. Note que esta ecuacion recoge la idea de que el calor fluye en la
direccion en que la temperatura decrece. El coeficiente de proporcionalidad K se
llama la conductividad termal del material y es una propiedad intrinseca del mismo
(ley constitutiva). En general K puede ser una funcién de la posicién y temperatura:

K(z,y,z,u). (8.10)

El flujo neto de calor que sale a través de QV en tiempo t estd dado por:

// q(w,y,2,t)dA = —/ Ké—qf(x,y,z,t) dA. (8.11)
)% pv Ol

Usando el Teorema de la Divergencia podemos escribir ésto como:

//av a(z,y, 7, 1) dA = ‘///V div (K%(%y,z,t)) dv. (8.12)

El calor especifico c(z,y, z) de una sustancia se define como la cantidad de calor
requerida para aumentar la temperatura de una unidad de masa de la sustancia,
por una unidad de temperatura. Si denotamos por p(z,y,2) la densidad de masa
por unidad de volumen en el punto (z,y, z), entonces para que el elemento de masa
p(x,y, z) dv alcance una temperatura de u(z,y, z,t) necesitamos

dQ = c(z,y, 2)u(z,y, 2, t)p(z, y, 2) dv,

unidades de calor. Asi que el total de calor en el sdlido en tiempo t estd dado por:

Qt) = ///V c(x,y, 2)u(x,y, 2, t)p(x,y, z) dv. (8.13)

Si OV no varfa con el tiempo, entonces la razén de cambio del calor total Q(t) esta

dada por:
d )
Cdgit) :///‘/C(Iayaz)p(zayaZ)ﬁ_?(zgy,z,t) do. (8]_4)

Dentro del sélido pueden existir fuentes internas de calor, como por ejemplo,
reacciones quimicas que liberan calor. Motivados por esto postulamos la existencia
de una densidad de calor F(z,y,z,t), que es la cantidad de calor por unidad de
volumen y por unidad de tiempo generada en (z,y, z) en tiempo t. Entonces la razén
a la que se produce calor dentro del sélido es:

[[] Fow s 19
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La ley de conservacion de calor establece que la razén de cambio del calor total o neto
es igual a la razon a la que se produce calor dentro del cuerpo mas la razén a la que
entra o sale calor del cuerpo a través de dV. Esto lo podemos escribir como:

%ﬁt):///VF(x,y,z,t)dv—//Wq(x,y,z,t)dA.

Usando (8.12) y (8.14) tenemos que

///V (C(%yﬂ)ﬂ(ﬂf,y,z)g—?(x,y,Z,t)_

div (Kﬁu(m, Y, z,t)) — F(x,y, z,t)) dv = 0. (8.16)

Como esta ecuacion es igualmente valida para cualquier subregion de V', tenemos que
el integrando tiene que ser cero, esto es:

du

cla.y 2)p(ay,2) 57 (@, % 1) = div (KVulw,y,28)) = Fla,y,0), (8.1

en V y para t > 0, lo que se conoce como la ecuacion cldsica de calor (nolineal).
En el caso especial en que K, ¢, p son constantes, entonces con k = K /cp y escri-
biendo F' en lugar de F'/cp, obtenemos la ecuacion de calor lineal:

%(I, Y, 2, t) — KAu(z,y, 2, t) = F(x,y, 2, 1), (8.18)

en V y para t > 0, donde
Pu 0?u  O*u

Au=ontorton

Usualmente (8.17) o (8.18) se acompanan de una condicién inicial que indica la
temperatura inicial del cuerpo:

w(z,y,2,0) = f(z,y,2), (z,y,2) €V, (8.19)
y de una condicién de frontera como la de tipo Dirichlet:
u(x7 y? Z7t) - g(zﬁyﬁz7 t)’ (x7 y? Z) E aV’ t 2 O? (8'20)

que especifica la temperatura del cuerpo en la frontera para todo tiempo t¢.
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8.5.2 Las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell consisten de un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales que describen fenémenos electromagnéticos, épticos, y eléctricos. El nombre
de estas ecuaciones es en honor al fisico y matematico James Clerk Maxwell quien
publicé una version preliminar de éstas entre 1861-1862. En esta seccion solo pre-
sentaremos una discusion bien preliminar de dichas ecuaciones para el caso especial
de un vacio.

Utilizamos la siguiente notacion y definiciones:

—

E(z,y, z,t) representa el campo eléctrico en la posicién (x,y, z) en tiempo t.

]_3>(x, Yy, z,t) representa el campo magnético en la posicién (z,y, z) en tiempo ¢.

p(x,y,z,t) es la densidad de carga eléctrica (carga por unidad de volumen) en la
posicién (z,y, z) en tiempo t.

-

J(x,y, z,t) representa la densidad o flujo de corriente (corriente por unidad de area)
en la posicién (z,y, z) en tiempo ¢.

go es la permitividad del vacio o espacio libre.

to es la permeabilidad del vacio o espacio libre.

1
VEopo

Las ecuaciones de Maxwell microscépicas o para un vacio en las llamadas unidades
ST (“international standard units”) estan dadas por:

¢ es la velocidad de la luz, donde ¢ =

divE = 2, (8.21a)
€0
divB = 0, (8.21D)
- OB
E = —— 21
V x 5 (8.21c¢)
VxB = <3+50%—?), (8.21d)

donde E, ]§, J, y p estan evaluados en (z,y,2,t), v (z,y,2) € Q C R3 ¢t > 0. En
principio, dados p y J , estas ecuaciones se pueden resolver para E y B.

Como div (6 X ]§) = 0, tenemos aplicando el operador div a ambos lados de la
ecuacién (8.21d) y usando (8.21a), que:

0 = div (V x B) = yq (divj+50%(divﬁ)> = Lo <divj+ %) ,
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esto es

%—i—divjzo.

(8.22)
Esta ecuacién es la forma diferencial de la ecuacién de continuidad o de conservacion
de carga. La carga total () dentro de la regién 2 estd dada por

o oo

Si 2 es una regién que no varia con el tiempo, tenemos usando (8.22) y el Teorema
de la Divergencia que

/// P av = - ///Qdivjdvz—//mj.dg’

la cual es la version integral de la ecuacion de continuidad de carga

Usando el Teorema 8.23 y la ecuacién (8.21b), tenemos que existe un campo
vectorial A tal que:

B=VxA.
Sustituyendo esto en (8.21c) y rearreglando, obtenemos que

L 0A S

lo que a su vez, por el Teorema 8.19, implica que existe un campo escalar V' tal que

(8.23)

(8.24)
Si sustituimos esta ecuacion en (8.21a) obtenemos

AV + 88 (divA) = 1 p-

Ahora sustituyendo (8.23)

(8.25)
y (8.24) en (8.21d) obtenemos que
o o - oV A
Usando el resultado del Ejercicio 5.30e tenemos que esto es equivalente a
. PA - oV -
AA — MOEOW -V (leA + MOEOE) = —ILLQJ (826)
Las ecuaciones (8.23), (8.24), (8.25)

(8.26) son equivalentes al sistema (8 21). En
principio, dados p y J, podemos resolver (8. 25)
sustituyendo en (8.23)

(8 26) para obtener V' y A, y luego
y (8.24), obtenemos E y B.
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Ondas electromagnéticas en el vacio

En el caso especial en que p =0y J=0en (), las ecuaciones (8.21) reducen a

- 5 = B

divE = 0, VxE= —%—t, (8.27a)
. - E

divB = O, VxB= IUQE()%—t. (827b)

Diferenciando con respecto a “t” las ecuaciones con los rotacionales en (8.27) y usando
el resultado del Ejercicio 5.30e, es facil ver que estas ecuaciones son equivalentes a:

. 1B 5 -

AE =0, 2 AB = 0. (8.28)
El operador diferencial que aparece en estas ecuaciones es el de la ecuacién de onda
(vectorial) lo que implica que los campos eléctricos y magnéticos se comportan como
ondas en el espacio que se mueven con la velocidad c¢. Ya para los tiempos de Maxwell
los valores de gy y po eran conocidos de donde se calculé que ¢ ~ 2.998 x 10® metros
por segundo.

Forma integral de las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones (8.21) nos dan la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell.
Utilizando el Teorema de Stokes y el de la Divergencia, obtenemos las llamadas formas
integrales de dichas ecuaciones:

L 1

// E-dA = —///pdV, (8.29a)

oQ o Q

: 0, (8.29h)

— 5 d — —
/E-ds = 3 //B-dA, (8.29¢)
c tJJs
/]§-d§ = uo(//i-d&%ﬁ//ﬁd&). (8.29d)
c s dt JJs

Aqui Q es una regién en R3 encerrada o contenida por 0f), mientras que S es una
superficie que no depende del tiempo y con frontera C. La ecuacién (8.29a) se conoce
como la ley de Gauss mientras que (8.29¢) se llama la ley de Faraday.
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8.5.3 Las identidades de Green

Una consecuencia del Teorema de la Divergencia son las llamadas identidades de
Green. Estas identidades son de gran importancia en el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales. En esta seccién utilizamos la version del Teorema de la Diver-
gencia para campos vectoriales f: R" > R".

Sean u, v funciones con derivadas parciales continuas hasta orden dos en una region
) que cumple con las condiciones del Teorema de la Divergencia. Definimos el campo
vectorial: .

f(X) = u(X)v(X) &,

donde €}, es el vector con todas las entradas cero excepto por la k—esima que es igual
a uno. Note que

0

div f(%) = ézz) (%) = u(i’)%(i) + v(i)%(i).

Usando ésto y el Teorema de la Divergencia tenemos que:

/Q [u(f)%(f) + v(f)g—;(i)} A% = /m W(Z)o(R)(N - &) dA.

Esta formula la podemos escribir también como:

/Q v(i)%(i) A% = /8 Qu(i)v(i)(ﬁ- &) dA — /Q u(i’)%(i) dz, (8.30)

lo cual es una generalizacion de la formula de integracion por partes del calculo de
una variable.

Si remplazamos u con 5)7“ en la formula (8.30), y sumamos sobre el indice k,
obtenemos la llamada primera identidad de Green:

/ v(X)Au(R) dX = / u(i)a—ﬁ(f) dA — / Vu(X) - Vo(X) dR, (8.31)
Q o0 ON Q
donde usamos que
" [ Ou = = " ou S ou
— ) (N-€,) =N- — €| =N-Vu=—,
kz:; (a'b"k) ( ) Lz:; Ty, k] ON

y el Laplaciano de u estd dado por
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Si ahora en (8.31) intercambiamos los roles de u y v, y luego le restamos a (8.31) la
ecuacion resultante, obtenemos la sequnda identidad de Green:

/Q [0(X)Au(X) — u(X)Av(X)] dX = /a ) [v(i)g—%(i)—u(i)g—g(i) dA.  (8.32)

Uno de los usos principales de las identidades de Green es en la obtencién de las
llamadas formas débiles de problemas en ecuaciones diferenciales parciales. A modo
de ilustrar esto, considere el siguiente problema de frontera mizto para la funcion
(desconocida) w:

Au®) = f(®), e,

u(i) g(i)a ierla
ou
—_,i == h)_{, fEF,
L) = h®), RETy

donde 99 = Ty UTy, Iy NIy = (. Si v es una funcién tal que v(X) = 0 para
X € I'1, entonces multiplicando la ecuaciéon diferencial de u por v, integrando sobre
Q, y utilizando (8.31), obtenemos:

/Q Vu(®) - Vo() dR — /F HE)()dA = /Q FRW(R) dx.

Cualquier funcién u que satisfaga esta ecuacién para toda v que sea cero sobre I'q,
se llama una solucion débil del problema de frontera mixto. Las formas débiles de
problemas en ecuaciones diferenciales parciales son uno de los ingredientes basicos en
la formulacién de los llamados métodos numéricos de elementos finitos.

8.5.4 Volumen de una regién deformada

Suponga que un cuerpo B ocupa la regién 2 de R3. En la mecdnica de los medios
continuos, una deformacion del cuerpo B es una funcién d : € — R? que sea 1-1.
Para facilitar la exposicion, vamos a suponer que estas deformaciones son funciones al
menos C'*(Q) lo cual excluye deformaciones que producen o inducen roturas de algtin
tipo en el cuerpo B. Por otras consideraciones fisicas adicionales, se requiere que la
deformacién d cumpla con la condicién de que

det Di(X) > 0, X € Q.

En esta seccién, como una aplicacion del Teorema de la Divergencia, vamos a derivar
una formula para el volumen del cuerpo deformado t(B), o lo mismo u(2). En la
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siguiente discusién denotamos puntos en {2 genéricamente con la letra X mientras que
¥ representa un punto cualquiera en u(f2).

Suponga que ® : D — R3 es una parametrizacién de 9. Entonces ¥ = tio &
es una parametrizacién de u(9€2). Como divy = 3 en u(f?), tenemos usando (6.2) y
el Teorema de la divergencia, que

— — 1 — T —
V(u(Q)) = dy = 3 ¥ - NdA(¥).
Q) @(09)

Por el Ejercicio 7.23 y usando las ecuaciones (7.7) y (7.8), tenemos que
| ¥ R@aAe) = [ e (ex w)dud
(69) D
_ / () - [adi(DE( ) B, x B,)dudo
D
= /[adj(Dﬁ( ®))u(®)]- (P, x ®,)dudv
D
= | i) ()] - N dAR),

Combinando esto con la formula anterior para V' (u(f2)), llegamos a que

_ 1 N o
V(i) = 3 /m[adj(Du(X))u(x)] -IN(X) dA(X). (8.33)
Esta formula se puede obtener de una forma un tanto mas facil pero con la condiciéon
adicional de que u sea C*(€2). (Vea el Ejercicio 8.21.) Note que en el caso especial
en que U(xX) = X para toda X € , la formula (8.33) reduce a

V() = % /8 % N(%) dA(). (8.34)

Es interesante contrastar esta formula con (8.1). La formula (8.34) expresa el volumen
de una regién en R? en términos de una parametrizacién de su frontera, mientras que
en (8.1) obtenemos el area de una regién plana en términos de una parametrizacién
de su borde.

8.6 Ejercicios

Ejercicio 8.1. Usando el Teorema de Green calcule [, —z?ydz + 2° dy donde C' es
el circulo z2 4+ y? = 4 orientado en contra de las manecillas del reloj.
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Ejercicio 8.2. Usando el Teorema de Green calcule [,y dz — 2°dy donde C es la
frontera, orientada en contra de las manecillas del reloj, de la regién anular especifi-
cada en coordenadas polares por 1 <r <2,0<60 <.

Ejercicio 8.3. Usando el Teorema de Stokes, evalie fof ds donde f(x,y,z) =
rz1+y? 7+ 2°k y C es la curva orientada en contra de las manecillas del reloj, y
dada por la interseccién del plano x + y + 2z = 5 y el cilindro eliptico 2% + y?/4 = 1.

Ejercicio 8.4. Usando el Teorema de la Divergencia evalue ] s f-dA donde f (r,y,2) =
dra+4yg+4zk v S es la esfera 22 + y? + 22 = 4.

Ejercicio 8.5. Usando el Teorema de Stokes calcule fcf - ds donde F(x,y,z) =
y?1+ 2y g — 2z2k y donde C es el borde, orientado en contra de las manecillas del

reloj, de la superficie z = /4 — 22 — y2.

Ejercicio 8.6. Usando el Teorema de Stokes calcule ffs(ﬁ xf)-dA donde f(z,y, 2) =
rze+ (y? + 2x) 3+ a2k y S es la superficie z = 9 — 22 — 3%, 2 > 0.

Ejercicio 8.7. Sea S = S, U S, donde S; estd dada por 22 +3%2 +22 =4, 2 >0y S,
estda dada por 0 < 2?2 +y%* < 4, 2 = 0. Usando el Teorema de la Divergencia calcule
Jfsf - dA donde f = (2%, 1%, 2%).

Ejercicio 8.8. Considere el campo vectorial F(:c, y) =21+ 3zy? g
a) Verifique que f es un campo conservativo calculando V x f.
b) Halle un potencial f(z,y) para f.
Ejercicio 8.9. La curva C parametrizada por
z = a(l —cos(#))cos(d), y=a(l—cos(f))sen(d), 0<86<2m,

se llama un cardioide. Usando la formula (8.1) calcule el area de la regién acotada
por C.

Ejercicio 8.10. Considere la superficie
S:{(zayaz)0§x§2> OS?JSQ—!L’, Z:y/2}7

y el campo vectorial F(x, y,z) = —3y*1 + 427 + 6zk. Usando el Teorema de Stokes
calcule
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Ejercicio 8.11. Considere el campo vectorial

< _zrt+yg+zk

f(x,y,2) = )
( ) VaZ+y? 4 22

a) Verifique que
2

NZES e

b) Usando el Teorema de la Divergencia calcule

divf =

dx dydz,

I, o=
D\ x?+y?+ 22
donde D es la esfera sélida dada por 22 + 3% + 22 < 9.

Ejercicio 8.12. Considere el campo vectorial f(:c,y,z) =3yr—z23+y’k yla
superficie S dada por 2z = 2% 4+ y? con 0 < z < 2. La orientacién de S es tal que el
borde o frontera S de S, tiene orientacion en contra de las manecillas del reloj. Use
el Teorema de Stokes para calcular la integral

//S(fo)-d&

Ayuda: La frontera 0S tiene parametrizacion (2 cost,2sint,2), 0 <t < 27.

Ejercicio 8.13. Sea S la superficie definida por z = e!=*"~%* donde 2 +9y?2<1. La
orientacién de S; se toma de modo que el componente z de la normal a la superficie,
sea positivo. Usando el teorema de la divergencia, calcule

// F.dA,
S1

donde f = (r,y,5 — 2z). Ayuda: Aplique el Teorema de la divergencia a la regién
Q con frontera 9Q = S; U Sy donde Sy = {(x,y,2) : 2> +y? <1, 2 = 1} con normal
apuntando hacia abajo (z negativo).

Ejercicio 8.14. Sea S la superficie dada por 22 + y? + 22 = 1, z > 0 orientada de
modo que la normal apunte hacia arriba (componente z positivo). Usando el Teorema
de Stokes calcule

donde f = (222 — 2,y — 2,4y — 3x).
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Ejercicio 8.15. Sea S una superficie parametrizada a la cual el Teorema de Stokes
aplica. Suponga que la frontera 0S de S es una curva plana en el plano xy. Sea
g : RZ — R una funcién C' y defina el campo vectorial f(z,y, z) = g(z, y)k. Verifique
que ffs(ﬁ x f)-dA = 0.

Ejercicio 8.16. Sea D una regién del plano zy, y S la superficie dada por
S={(z,y,2) : (z,y) € D,ax +by+cz+d=0},

donde ¢ # 0. Si C denote el borde o frontera de D orientada en contra de las
manecillas del reloj, verifique que

1

area(S) = %

[ (lte=abe =]y = (e + ably + 0] ).

Ayuda: Use la parametrizacion de S dada por

1
(I’(Z',y): (a:,y,—z(axjtby—l—d)), (x,y)GD,

y el Teorema de Stokes aplicado al campo vectorial

—

f(l‘,y, Z) = (—y,x,am + by)

Ejercicio 8.17. Sea S una superficie cerrada a la cual aplica el Teorema de la Di-
vergencia. Suponga que el origen estd dentro (en el interior) de S. Sea S’ una esfera
con centro en el origen completamente contenida dentro de S. Usando el Teorema de
la Divergencia verifique que

r = r -

Ayuda: Use el Teorema de la Divergencia en la regién contenida entre S” y S.

Ejercicio 8.18. El campo eléctrico generado por una carga punto ¢ localizada en el
origen esta dado por:

— q r
E({L’, Y, Z) - 477'60 7’3’

donde g es la permitividad del vacio. Sea S una superficie cerrada a la cual aplica
el Teorema de la Divergencia. Usando los resultados de los Ejercicios (5.27) y (8.17),
verifique que

4 si ¢ esta dentro de S,

//ﬁ.dxz €
S

0 , siq esta fuera de S.
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Ejercicio 8.19. El resultado del Ejercicio (8.18) se puede extender al caso de una
densidad de carga por volumen p(z,y, z). Esto es si S es una superficie cerrada y
es el sélido o volumen que ésta encierra, entonces

fl55-L oo

donde E es el campo eléctrico generado por la densidad de carga p.

a) Sea  un cilindro circular recto e infinito de radio R, el cual contiene una densidad
de carga uniforme p. Suponga que el eje z coincide con el eje del cilindro. Use el
resultado descrito antes para hallar una expresion para el campo eléctrico f](:z, Y, 2)
generado por ésta distribucién de carga para el caso 2% + y? > R2.

b) Trabaje el mismo problema pero para el caso 2 + y? < R%.

Ayuda: Como el cilindro es infinito y la densidad de carga es uniforme, puede suponer
que E es radial, esto es:

=

E(:L’,y,z):E(r)E, F:$Z+y], fr’:\/m'

r

Ejercicio 8.20. Sea  una regién en R3 donde el Teorema de la Divergencia se puede
aplicar. Verifique que si f : O — R? un campo vectorial C*, entonces

// ﬁxfdzxdydz:/ N x fdA,
Q o0

Ayuda: Note que esto es una ecuacion vectorial, esto es, los integrales se interpretan
componente a componente. Comience calculando el lado derecho y aplique el Teorema
de la Divergencia a cada componente hasta obtener el lado izquierdo.

Ejercicio 8.21. Sea d : Q — R? una funcién C'(Q2) N C*(Q), 1-1 y con det D > 0
en Q C R3. Utilice el Teorema de la Divergencia y las identidades (5.65) y (6.12)
para verificar que

V(H(Q)) = %/@Q adj(DE)d] - N dA = %/mﬁ [adj(Dﬁ)t : N} dA,

donde N es la normal unitaria externa a 9.

Ejercicio 8.22. Verifique que las ecuaciones de ondas (8.28) se obtienen a partir
de las ecuaciones (8.27), primero diferenciando con respecto a “t” las ecuaciones en
(8.27) con los rotacionales, y luego utilizando la identidad del Ejercicio 5.30e.

Ejercicio 8.23. Verique que las ecuaciones (8.29) se obtienen a partir de (8.21)
utilizando los Teoremas de Stokes y la divergencia.
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Apéndice A

Demostracion del Teorema de la
Divergencia

En esta seccion vamos a trabajar la verificacion del Teorema 8.24 cuando la region €2
estd dada por (8.7). Recuerde que para cualquier superficie S con parametrizacién
® : D — R3 y campo vectorial f : R* — R?, tenemos que

/ / FodA — / /D F(®(u,0)) - (@4 (u,v) x By (u,v)) dudo.

La superficie S = 02 que encierra la region (8.7) consiste de seis caras o superficies
con las siguientes parametrizaciones y direcciones normales:

S1 o @y(xyy)=(a+b—z,y,Y1(a+b—1x9)), (x,y)€ Dy,

D1p X iy = (Via(z,y), Yiy(2,y), —1),

Di={(z,y)la<z<b, ¢i(a+b—z)<y<dolat+b—2)},
So  ®o(z,y) = (z,y,¢2(2,y)),  (2,y) € Do,

Dop X oy = (—2u(2,y), —t2y(7,y), 1),

Dy ={(z,y)|la<z<b  ¢i(z) <y <(r)},
Sy 1 ®3(y,2) = (a,01(a) + d2(a) —y,2), (x,y) € Ds,

®;, x &3, =(—1,0,0),

Dy ={(y,2) | ¢1(a) <y < da(a),

Y1(a, d1(a) + da(a) —y) < z < to(a, ¢1(a) + d2(a) —y)},

Sy Py(y,2) = (b,y,2), (x,y) € Dy,

®,, x @4, =(1,0,0),

Dy ={(y,2) | 91(b) <y < ¢a(b),  ¢1(b,y) <z < a(by)},

245
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Ss

b5(xr,2)=(a+b—x,¢s(a+b—1x),2), (z,y)€ Ds,
D5, x P5, = (—¢hla+b—1),1,0),
Ds ={(z,2)|a <z <b,
i(a+b—x,¢ala+b—1x)) <z<tsla+b—x,da(a+b—2x))},
®6(x,2) = (z,01(2), 2), (x,y) € D,
Ds . x Pg, = (¢)(x),—1,0),
Ds=A{(z,2)|a <z <b ¢i(x,01(2)) < 2z <oz, 1(x))}.

Estas parametrizaciones son tales que las direcciones normales apuntan hacia fuera
de la regién 2. Usando estas parametrizaciones tenemos ahora que

I
//f 1A

IR
JL.F

//?dA

Ss

//fdg
Se

-/ b / " g, ) ona(e)

£ o) W) — e, )] i,
= / /@ [—fi(z, y, Yoz, Y)Y (2, y)

C oy k0 )10+ sl )

wz(ay
= / / (a,y,z) dzdy,
¢1(a Y1(a,y)
. ¥2(by)
-dA = / / fi(b,y, z) dzdy,
#1(b) 1by

a2 (x,p2(x
B / / , §a(2), 2) ¢y (x) + fo(w, d2(x), 2)] dadz,

1 x¢2(9€

Ya(z,61(x
N / / fl z, ¢1(x), 2)d1 (v) — fa(x, ¢1(2), 2)] dzda,

1(z,01(x))

donde en los integrales sobre S; y S5 se uso el cambio de variables x <> a+b— 1z, y
en la integral sobre S3 usamos el cambio y <+ ¢1(a) + ¢o(a) —
Tenemos ahora que para la regién (8.7):

//f dA = Z//f dA =1, + 1.,

donde I, consiste de la suma de los términos de estos seis integrales que solo envuelven
el f1, y I,. consiste de los términos restantes. Trabajamos primero con /,.. Tenemos

que

¢2(x)
/ /d> [fo(z,y, 1 (2, 9) 1y (2, y) — fa(x,y, ¥i(x,y))] dyde +
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¢>2(:B
/ /¢> (= fa(z, y, Yo, y)) oy (2, y) + f3(2,y, Ya(z,y))] dydx +

1#2(96 ¢2 ) Yo (x, ¢1 )
/ / x, po(x), 2) dzdx — / / x, ¢1(x), z) dzdz.
1(x ¢2 P1(z, ¢1

De aqui podemos ver que

b
[yz :/a /8D;L [—fg(llﬁ',',') dy+f2(x,,) dZ] dl’,

Dy ={(y, 2) [ ¢1(x) <y < da(x), dn(z,y) <2 <oz, y)}

Por el Teorema de Green,

|ty pead = ff {%—8‘3)} dyd:,

= // [% + %} dydz.
. 0z
Podemos entonces concluir que

e [ ][22 = [f] [ 2 2] aaas

Falta ahora verificar que
I, = /// Oh dxdydz,

donde

donde
/ /¢( (z,y, V1(2,y))¢1 (2, y) dyds —
/ /45( (2,9, Yo7, y))b2. (7, y) dydz —

p2(a) ¢2(ay p2(by)
/ / (a,y,z)dzdy —i—/ / fi(b,y, z)dzdy —
$1(a) 1(a,y) #1(b) 1(b,y)

/ /w2 x¢;1(xx Po(x), 2) Py (x dzdx+/ /jz(x % :81)7, d1(2), 2)¢ (x) dzdz.

1(z,02(x)) 1(z,p1(x
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Para esto utilizaremos la regla de diferenciacion de Leibnitz para integrales la cual
dice que:

d b(z) / / b(x)ag
T z,t)dt| = g(z,b(x))b z,a(x))d (z L (z,t)dt.
g [/a(m) g(z,1) t] 9(x, b(x))b'(x) — g(z, az)) ()+/G(m) ot

Usando esto (dos veces) tenemos que:

d p2(z)  pi2(z,y) ) 2 (z,p2(x))
S [t asay| = o) [ R oate s -
T Jg P

1(1‘) 1 (x,y) 1(507(;52(1'))

P2(z,01(x)) b2(x)
¢/1(x)/1;} fl(xv(bl(x)?Z) dz_'_/(z) [fl(xvy7w2(x7y>>¢2,m(xvy>_

1(z,¢1(x)) 1(z)

Pa(x,y) af1
F1(y, 1 (2, 9)ra (s y) + / O (1, 2)dz| dy.
1/11(9579) ax

Si integramos esta ecuacion de a a b en x y usando la expresion de [, llegamos a que

$2(z)  ria(zy)
I, —/ / / 8f1 (x,y, z dzdydx—// 8f1 dxdydz,
1 1 z y

lo que concluye la demostracién.



Apéndice B

Geometria Analitica — Secciones
Conicas

En este apéndice vamos a repasar la teoria de ecuaciones de segundo grado en el plano.
Las gréaficas de estas ecuaciones en general estdan dadas por curvas que se obtienen
intersectando un cono recto circular con un plano.

B.1 Parabolas

Una pardbola consiste del conjunto de todos los puntos en el plano cuya distancia de
un cierto punto fijo llamado el foco, es igual a la distancia de una recta fija llamada
la directriz. La directriz se asume que no contiene al foco.

Si por el momento consideramos directrices verticales o horizontales inicamente,
entonces utilizando la formula de la distancia y la definicién anterior se puede verificar
que la ecuacién de la pardbola con foco en (h + ¢, k) y directriz x = h — ¢ estd dada
por:

(y — k)? = 4c(z — h). (B.1)

Si el foco estda en (h,k + ¢) y la directriz es y = k — ¢, entonces la ecuacién de la
parabola es:

(x — h)? = 4c(y — k). (B.2)

B.2 Elipses

Una elipse consiste del conjunto de todos los puntos en el plano cuya suma de las
distancias de dichos puntos a un par de puntos fijos llamados focos, es constante.
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Usando esta definicion y la formula de la distancia se puede verificar que la ecuacién
de la elipse con centro en (h, k) y focos en (h + ¢, k) estd dada por:

x —h)? — k)?

C U

a? b2 =1

(B.3)

donde ¢ = a® — b?. El segmento de largo 2a que une los puntos (h 4 a, k) se llama
el eje mayor de la elipse, mientras que el segmento de largo 2b que une los puntos
(h,k £0b) se llama el eje menor.

Si los focos se encuentran en los puntos (h, k + ¢, entonces la ecuacién de la elipse
con centro en (h, k) estd dada por:

(=P @—hP _,

a? b2 ’

(B.4)

donde ¢* = a® — b*. El segmento de largo 2a que une los puntos (h, k & a) se llama
el eje mayor de la elipse, mientras que el segmento de largo 2b que une los puntos
(h £ b, k) se llama el eje menor.

B.3 Hipérbolas

Una hipérbola consiste del conjunto de todos los puntos en el plano tal que la diferen-
cia de las distancias a dos puntos fijos llamados los focos, es constante. Nuevamente,
usando la definicién y la formula de la distancia se puede verificar que la ecuacion de
una hipérbola con centro en (h, k) y focos en (h + ¢, k) estd dada por:

(z—h)? (y—k)? _

- (B.5)

donde ¢ = a® + b*. Los puntos (h =+ a, k) se llaman los vertices de la hipérbola. Las
rectas

y—kz:l:a (x —h), (B.6)

son las asintotas de la hipérbola.
Si los focos estan en (h, k =+ ¢), entonces la ecuacién de la hipérbola con centro en
(h, k) estd dada por:
(y—Fk? (z—h)p?
a? b?
donde ¢? = a® + V. Los puntos (h, k & a) se llaman los vertices de la hipérbola y las
asintotas son ahora:

~1, (B.7)

y—k:i—% (x — h). (B.8)
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B.4 Ecuaciones de Segundo Grado

Todas las ecuaciones de las tres secciones anteriores, luego de expandir los términos
cuadraticos correspondientes, se pueden escribir de la forma:

Az? + Cy* + Dz + By + F =0, (B.9)
donde
e AC =0 en el caso de una parabola;
e AC > 0 en el caso de una elipse;
e AC < 0 en el caso de una hipérbola.

Utilizando el procedimiento de completar el cuadrado se puede demostrar el contra—
positivo. Esto es, excepto por los casos degenerados, el conjunto de puntos que
satisface una ecuacién de la forma (B.9) representa una pardbola si AC' = 0; una
elipse si AC' > 0; o una hipérbola si AC' < 0. Los casos degenerados son:

e si AC = 0 podriamos tener solo una linea, dos lineas paralelas, o ninguna grafica
(conjunto vacio);

e si AC' > 0 podriamos tener un circulo, un punto, o el conjunto vacio;
e si AC' < 0 podriamos tener dos rectas que se intersecan.

Mas general aun podemos considerar ecuaciones de la forma:
Az? + Bry + Cy* + Dz + Ey + F = 0. (B.10)

Usando las ecuaciones de rotaciones de ejes se puede verificar que por medio de una
rotacién de ejes apropiada, la ecuacién (B.10) se puede transformar a una de la forma
(B.9). Usando esto y los resultados descritos antes se obtiene que excepto por los
casos degenerados, el conjunto de puntos que satisface una ecuacion de la forma
(B.10) representa:

e una parabola si B2 — 4AC = 0;
e una elipse si B2 — 4AC < 0;

e 0 una hipérbola si B2 — 4AC > 0.
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Apéndice C
Resumen de Formulas

1. Para la derivada de la composicién de f:R™ — RP y g : R" — R™ tenemos la
regla de la cadena:

D(f o §)(%) = Df(g(x)) DE(X).

2. Para el campo vectorial f : R? — R3, los operadores rotacional vy divergencia
respectivamente, son:

r 7 k
Vxf=|0, 0, 0, |, dinIV'f:%—F%—F%.
fi fa fs . 4 :
3. Para una curva o : [a,b] — R? la curvatura y torsion respectivamente, estan
dadas por:
[o'(t) x a"(t)]| o (t) - (o'(t) x a"(t))
() = ;)= ,
o' ()]]? [ o7(t) x ()]

y la base de Frenet correspondiente por:

. T/ (¢) . 5 .
N — = B - T X N 5
(t) 0] (t) = T(t) x N(t)

4. Para T : D* = D una funcién C', 1-1 y sobre, donde D* ¢ R*, D C R", y
f D — R una funcién continua, tenemos la formula de cambio de coordenadas
para integrales:

du.

/D F(R) d = /D S(T() ‘detD’f‘(ﬁ)
25
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APENDICE C. RESUMEN DE FORMULAS

5. Para una curva o : [a,b] — R? y campo escalar f : R* — R la integral de paso

de f sobre o es:

/fds—/f Do’ (6)] d.

Para un campo vectorial f : R3 — R3 la integral de linea de f sobre o es:

/af'-d§:/abf(a(t))- a’(t)dt:Lf-fds:/yfldx+f2dy+f3dz.

El Teorema Fundamental del Cdlculo para campos vectoriales conservativos es:

Para una superficie parametrizada S = ®(D), ®(u,v) = (2(u,v), y(u,v), 2(u,v)),
(u,v) € D, los vectores tangentes en el punto ®(u,v) son:

- 0P - oP
TU(U,U) = %(u,v), TU(U,'U) = W(uav)'

Si f:R3 — R es un campo escalar, la integral de f sobre S es:

//SfdAZ//Df(‘b(u,v))HTu(u,v) x Ty (u,v)|| du do.

Sif:R3 — R3 es un campo vectorial, la integral de f sobre S es:

//f dA = // (uv)xT(uv))dudv—/ N dA.

El Teorema de Stokes dice que:

//fo).dxz F.as
S oS

(Teorema de Green) Para D C R?, 9D orientada en contra de las manecillas

del reloj,
oQ 0P> /
— — — | dedy = Pdz + Qdy.
// <8x dy Y aD Qdy

(Teorema de la Divergencia) Para Q C R3, 9§ su frontera con normal exterior

///divfdxdydz:// f N dA.
Q 0N

unitaria IN:
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