§7. CONTRAPOSICION Y REDUCCION AL ABSURDO.

En el §4 hemos visto cémo se usa la contraposicién para hacer
pruebas y también para hacer definiciones. La logica establece
que toda proposicién es equivalente a su contrapositiva. La con-
trapositiva de “p = ¢q 7 es “~ q = ~ p”’ y ambas son equiva-
lentes. No confundirla con la reciproca de p = qquees q = py
no necesariamente son equivalentes.

Por ejemplo la implicacién £ = 1 = 22 = 1 es cierta. Por
tanto su contrapositiva 2 # 1 = x # 1 es también cierta. Sin
embargo su reciproca 2 = 1 = = = 1 no es cierta, es decir de
saber que 22 = 1 es cierta, no se puede afirmar que = 1.

Se puede probar una implicacién probando en su lugar su
contrapositiva.

Ejemplo. Sea x un entero. Probar que si x? es par entonces
X es par.

Comentario: El esquema légico de esta prueba es
2
T~ es par = I es par
En su lugar probaremos
X no es par = 2% no es par
Prueba: Si x no es par entonces & es impar, por tanto podemos

escribirlo como © = 2t 4+ 1 para algin entero t. Cuadramos y
obtenemos

=2t + 1) =4 A+ 1 =202t +2)+ 1 =25+ 1

ciertamente no es par. |

Problema. 7.1. Probar que si x>

impar.

es impar entonces x es

Problema. 7.2. Probar que si x>

x es multiplo de 3.

es multiplo de 3 entonces

Las pruebas por reduccion al absurdo tienen un esquema
légico parecido a la contraposicién. La idea es que si al suponer



cierta una afirmacién A, ésta implica algo absurdo o contradic-
torio, entonces A no puede ser cierta, por tanto la negacién de A
es cierta. El lenguaje popular usa a menudo este esquema. Si mi
suegra quiere negarme cualidades dird: “Simi yerno es inteligente
entonces yo soy la reina de Espana”. Como ella no es la reina
de Espana (oh! absurdo) entonces queda probada la negacién de
“mi yerno es inteligente”.

La esencia de una prueba por el absurdo yace en la nocién
de que si uno supone cierto algo que no puede serlo, y usa la
hipétesis y las leyes de la ldogica correctamente, eventualmente
caerd en contradiccién, es decir algo que es cierto y falso al mismo
tiempo. Entonces lo que suponemos cierto no puede serlo.

El esquema ldgico de la contraposicion se apoya en la equiva-
lencia

(p=4q) =(~q=~p)
La reduccion al absurdo se basa en

(pPA~q)= (rA~1))= (p=q) (*)

Entiéndase que si p y la negacién de q nos llevan a una
contradiccién r y ~ r, entonces p implica q.

Usando tablas de verdad de légica el autor puede verificar
que la implicacién (*) es una tautologia, es decir que para cual-
quiera de las ocho posibles combinaciones de valores (VOF') de
las variables p, q, y r, la implicacion es siempre cierta.

Un esquema mas sencillo atn puede ser el siguiente

[~a= (rA=r)l=q

r/\ ~ r es siempre falso, es la esencia de la contradiccion.
Una proposicién y su negacion no pueden vivir simultdneamente.
Entonces el esquema dice que si la negacion de q implica una
falsedad, q debe ser cierta.

El siguiente ejemplo es la prueba clasica de que la raiz cua-
drada de 2 no es un ndmero racional, es decir no es fraccién o
cociente de dos enteros.



Ejemplo. Probar que V2 no es un niimero racional.

Comentario. No se extrane el lector que en este prob-
lema no aparezca una hipotesis. En verdad la hipdtesis
es todo lo que se necesita saber eventualmente sobre los
ndmeros enteros y racionales, como que se puede hacer
con ellos las operaciones elementales, que se puede sim-
plificar fracciones. Dentro del contexto de un curso en el
que el conocimiento es acumulativo, se llega al punto en
que esto debe probarse antes de probar hechos maés pro-
fundos. Observemos que ésta no es una prueba por con-
traposicién. Suponiendo que V2 es racional, se llegard a
una, contradiccién intrinseca.

Prueba. Supongamos que V/2 es racional. En ese caso v/2 puede
ser escrito como cociente de dos enteros a y b con b # 0

a
2—
V2 b

Es mds, podemos suponer que esta fraccion estd correcta-
mente simplificada, es decir a y b no tienen factores comunes.
Esta es una verdad. Ahora manipulamos la ecuacién. Cuadramos
y suprimimos el denominador y obtenemos

2% = a?

lo cual nos dice que a® es nimero par. Por el primer ejemplo de

esta seccion sabemos que a también es par. Entonces a tiene la
forma a = 2z y por ello a? = 422 que sustituimos en la ecuacién
anterior y nos da

2% = 4z

donde cancelamos el 2 y obtenemos b?> = 222 mostrando que b?
es par. Por tanto b también es par.
Hemos obtenido que a y b , ambos son ntimeros pares lo cual
a

contradice el hecho que la fraccion 3 estaba simplificada. Esta

contradiccién obliga concluir que v/2 no es racional. |
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decir

entero IV, a

de 0.5 de L.

Problema. 7.3. Probar que v/3 no es racional.

Ejemplo. Probar que lim (—1)" no existe
n—oo

Comentario: (—1)™ representa una sucesién que a me-
dida que aumenta la variable entera n tomando valores
consecutivos ascendentes, ésta toma alternantemente los
valores 1 y —1. 1 cuando n es par, —1 cuando n es impar.
El comportamiento de esta sucesién es entonces oscilante
y por ello esperamos que al aumentar n hacia oo la
sucesién no ofrezca patrén de convergencia, es decir, no
tiene limite.

La demostracién entonces supondra que la sucesién
si tiene limite, que es un nimero real L y eso nos llevard
a una contradiccion.

Como L es el limite, los valores de la sucesién se
acercaran irremediablemente a L. A partir de cierto valor
de la variable n, digamos IV, cualquier valor de la sucesién
no distard mas de 0.5 unidades de L y por tanto la distan-
cia entre dos de ellos no podré ser méds de 1 unidad. Pero
sabemos que la distancia entre dos valores consecutivos
de la sucesién es exactamente 2, (|1 — (—1)| = 2), por
tanto tenemos una contradiccion.

El lector se preguntard por qué 0.5 . Si sabe la
respuesta, no necesita estas notas. La respuesta es, porque
con € = 0.5 podemos establecer la contradiccién. Con
€ = 0.4 6 € =1 también funcionard. Pero € = 2 no.
Recuerde el lector que una vez establecido que el limite
es L, para cualquier € > 0 existirda N tal que n >
N = |(=1)" — L| < e. Para convencer nos conviene
escoger € = (.5.

Ia nrineha formal na es diferente de este cameantario. . oo 0 o ciicrcive we cove cornon

Prueba. Supongamos que el limite existe y es L, es

lim (-1)" =1L

n—oo

Por definicién de limite, para € = 0.5, existe ur
partir del cual todo valor de la sucesién no dista mas
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Dicho de otro modo, existe N talquen > N = |(=1)"—L| <
0.5 o equivalentemente |L — (—1)"| < 0.5 pues |z| = | — z|.
Entonces tomamos dos valores n y n +1 > N con n par y,
por lo que acabamos de establecer, tenemos las siguientes dos
desigualdades.

—05<(-1)"=L<05 vy
—05<L—(-1)"" <05

que al sumarlas verticalmente se cancelan las L y obtenemos

— 1< (=" = (=) <1
es decir, (ver §5 problema 5.3.)
[(=1)" = (=) <1

Pero al calcular lo que estd entre barras, como 7 es par y
por tanto n + 1 impar, obtenemos

(1" = (=)™ =1 - (1) = |2 =2

que no puede ser < 1. HKsta es una contradiccién y por tanto
[y, — 00 (—1)™ no existe. n



